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periodo mitad del de la onda de tensión.) La potencia media 


i r T 

P “ f J { Vo + 2 sen («"í + 0j] [/o + 2 s en (w«í + ^ )] dt 


{ 22 ) 


El examen de tos términos posibles en el producto de dos series infinitas muestra que pueden ser de los 
siguientes tipos. Producto de dos constantes, producto de una constante y una función seno, producto 
de dos funciones seno de frecuencias diferentes y funciones senoidales al cuadrado. Después de la in¬ 
tegración el producto de las dos constantes sigue siendo V 0 I 0 y las funciones senoidales al cuadrado, 
con los limites aplicados, resulta ser (VJJ2) eos (^ B - \¡t n ), mientras que todos los demás productos! 
por integración en un periodo T, son nulos. En estas condiciones la potencia media 


P — VqIq 4- £Vt/jCOS0* + i V% h cosía + ¿ Va / 3 cosía H~ 


(«> 
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siendo 0„ = - \¡/ t ) el ángulo en la impedancia equivalente del circuito a la pulsación no) radianes 

por segundo y V n e /„ son los valores máximos de las respectivas funciones seno. En los circuitos de co¬ 
rriente alterna (c.a.), con una frecuencia se vio que la potencia media (activa) es P = VI eos 0 t que está 

incluida en (23), ya que V es una tensión eficaz V = V m jjl e / = de forma que P = 

eos 0. En circuitos simples de corriente continua (c.c.) la potencia es VI, incluida en (23) como V Q I 0 . 
Por tanto, la Ecuación (23) de la potencia es general, incluyendo circuitos de c.c. y de c.a, con una fre¬ 
cuencia, y también ondas periódicas no senoidales. Se observa también en (23) que no contribuyen a 
la potencia media las tensiones y corrientes de frecuencias diferentes. Por tanto, respecto de b poten- 
cía, cada armónico actúa independientemente, 

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

Se ha sugerido anteriormente la posibilidad de 
aplicar los términos de una tensión desarrollada en 
serie a un circuito lineal y obtener los armónicos co¬ 
rrespondientes de la serie de la intensidad de corrien¬ 
te, Este resultado es consecuencia del teorema de su¬ 
perposición. Esto es, se puede considerar cada uno 
de los términos de la serie de Fourier como la tensión 
de una fuente independiente, tal como se ha hecho en 
la Fig. 15-12. Entonces, la impedancia equivalente de! 
circuito para cada pulsación armónica se utiliza para 
calcular la corriente que corresponde ai citado armó¬ 
nico, La suma de las respuestas individuales consti¬ 
tuye la respuesta total a la tensión aplicada en forma 
de serie. 

Ejemplo 3. 

A un circuito serie RL, en el que R — 5 ohmios y L - 
se le aplica una tensión v — LOO -h 50 sen a>t + 25 se 
siendo m = 500 radianes por segundo. Determinar la int 
rriente y Ja potencia media (activa). 

Se calcula la impedancia equivalente del circuito \ 
sación obteniéndose después corrientes respectivas. 

Para (o = 0, Z = 5 y 

I Q = VJR - 100/5 = 20 

Para tu = 500 rad/s, Z t = 5 + jF(0,02)(500) = 5 + jiO c 

i j = -y-” S en M - ) - 77T7 sen ^ 63,4 a ) = 4,48 sen (tu/ -'63,4 a ) 

j 2¡ 11 11 1 15 

Para 3<u = 1500 rad/s, Z 3 = 5 + >30. con lo que 

i, ^ (3ü»f - í.) I ^rsen <3w( - 80,54°) = 0,823 sen (3cuf - 80,54°) 

|Z 3 | 30,4 

La suma de las corrientes armónicas es la respuesta total pedida. 

/ = 20 4- 4,48 sen (ojí — 63,4 a ) + 0,823 sen (3t¿>/ - 80,54°) 

Esta corriente tiene un valor eficaz 

I tf - ^/20 2 + 4,48 2 /2 + 0,823 3 72 = = 20,25 

que da lugar en la resistencia de 5 Q a una disipación de potencia 



Fiff. 15-12 


= 0,02 henrios, 
;n voltios, 
:ensidad de co¬ 
para cada pul- 



su 


Ü,Ü2 H 


ron lo que 


P = Rli = (5)(4I0,6) - 2053 W 
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Como comprobación, se puede calcular la potencia media total, hallando la potencia correspondiente a cada 
armónico y sumando los resultados obtenidos. 


Para 1 u = 

Para oj ™ 500 rad/s 
Para 3 íu = 1500 rad/s, 
Entonces 


p = y 0 i 0 = 100(20) - 2000 W 
P = iyj, eos 0i = {(50X4,48) eos 63,4* = 50,1 W 
P = {K 3 7 3 eos £l 3 - {(25)(0,823) eos 80,54° = 1,69 W 
P T = 2000 + 50,1 ^ 1,69 = 2052 W 


Otro método 

El desarrollo en serie de la caída de tensión en la resistencia es 

v R = Ri = 100 + 22,4 sen (c at - 63,4 a ) 4- 4,11 sen (3a>f - 80,54°) 
de donde V R = J\m 2 + {(22,4) 2 + {(4,11) 3 = ^'l¿259 - 101,3 

La potencia suministrada por la fuente vale P ~ Vl/R = (101,3) 2 /5 = 2052 W. 


La serie exponencial de Fourier se emplea de manera análoga, excepto que normalmente la im- 
pedancia del circuito es función de neo y ios coeficientes de la serie intensidad de corriente I„ se pueden 
calcular a partir de la relación \VZ„, como se hace en el Ejemplo 4 siguiente. 


Ejemplo 4, 

A un condensador de capacidad C faradios se le 
aplica la tensión representada por la onda triangular 
de la Fig. 15-14. Hallar la intensidad de la corriente 
resultante. 

En el intervalo -n < m < 0, la función tensión 
vale r = + (2V m Jn)tot> y para 0 < mt < ji, v - 

Vm*i ~ (2P / m „/n)co/. Los coeficientes de la serie expo¬ 
nencial se determinan por las integrales correspondien¬ 
tes en un periodo, 

a„ = ¿ f + 

+ ¿ f lV m - (¡V^rMIr^dW) 



Fig.15-14 


de donde A„ = 


4K. 


«V 


para n impar, y A„ - 0 para n par. 


La impedancia del circuito Z — 1 ¡jmC puede expresarse en función de n t esto es, Z„ = \/jmoC. Ahora bien, 


I 


n 



dV 

* ¥ max 
Tf‘ ¿ n z 


{jnuC) 


y la serie de la corriente es 



. /4L maj( wC 


para n impar únicamente 


La serie puede convertirse en la forma trigonométrica y hacer su síntesis para mostrar La forma de onda de la co¬ 
rriente. Sin embargo, esta serie es de La misma forma que d resultado del Problema 15-8, en el que el coeficiente 
A n = -y(2 Viniz) para n impar solamente. El signo aquí es negativo, indicando que la onda de corriente es el ne¬ 
gativo de la onda cuadrada del Problema 15-8 y con un valor de pico (2 V^QiC)¡n. 
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Problemas resueltos 


15-1 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda cuadrada de la Fig, 15-15 y representar el 
espectro de líneas. 


V 





0 

-V 


* 

2w 



4 Vh~ 


- vi 


I .1 


Fig*15-15 


Fig* 15-16 


■ n 


En ei intervalo 0 < ojí < «,/(*) = V; para jt < (úí < 2n ,/(*) = - r\ El valor medio de la onda es cero; 
en consecuencia, a^/2 = 0. Los coeficientes de los cosenos se obtienen haciendo la integral correspondiente 
en un periodo con las funciones en la forma siguiente: 


- F co&nut d(*íí) + J' (—' V) eos ítwí ~ Senwwí J ” jj^senn^íJ J 


= 0 para todos los valores de n 


Por consiguiente, la serie no contiene términos en coseno. Análogamente, para los términos en seno, los coe¬ 
ficientes son 


K - 


V sen futí d(ut) 4* (—V) sen nui d(«0 


Kt 

- 7 {[-;"• ~‘T + [; 


eos tuJÍ 


■r: 


2V 


= — (— C 03 n-r 4 eos 0 -4 eos n2r — eos nr) — —— (1 — eos nar) 

rn' vn 


Por tanto, b m = 4 V/kh para n = 1, 3, 5.y b u = 0 para n = 2, 4, 6, . * * El desarrollo en serie de la onda 

cuadrada es 


m 


4V 


sen <jí + 


4V 

3r 


sen -h 


4V 

Bi¬ 


sen &u£ 4- 


El espectro de líneas de esta serie es el representado en la Fig. 15-16. La serie contiene solamente términos en 
seno de armónicos impares, lo que se podría haber deducido sin más que examinar la simetría de la forma de 
onda. Como la onda de la Fig. 15-15 es impar, su serie contendrá únicamente términos en seno y t puesto que 
tiene también simetría de semionda, solo habrá armónicos impares. 


15-2 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda triangular de la Fig. 15-17 y representar el 
espectro de líneas. 



Fig. 15-17 


Fig.15-18 
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La onda es una función par, puesto que/{/) = /(-/), y suprimiendo el valor medio V/2 tiene también 
simetría de semionda, esto es,/(;} = -f(f + jj2). En el intervalo -n < ou < 0 , f{t) = V + {V/n)üjt: para 

0 < íot < n, f(t) = V — (VixYúi. Como las formas de onda pares solo tienen términos en coseno b - 0 
para todos los valores enteros de ri, * 


a„ = 


- í [V 4- (V/tV] coanüií d{ w ¿) + i fV - (WirM COSTltJÍ tí(wt) 
*'-*■ v *^0 

= ~ cosjujíd(wt) 4- j' - 7 - coa nut d{ut) — j” — cosnut ii(u£)j. 


"V 


coa iiwf + ~ sen tujíJ — j^^cosTtyf -F ^ sen nuí | 


Ja. 


y 

~ ~¡fr¡2 0 “ cas ( — '«ir) ” COS «1 r + CQS 0} 


2V 


(1 “ eos nir) 


Como predice la simetría de semionda, la sene solo tiene términos impares, ya que a ñ = 0 para n ~ 2, 4, ó. 
Para n = 1, 3, 5, . . , , a ñ - 4J'7jrV. Por tanto, la serie de Fourier pedida es 


fiñ - Z i 1ÍÜ , , 4V o 4V 

^ 2 + costíí + ^-^cosSuí 4- ^g^cosewí + 

Los coeficientes disminuyen como 1 jn* y, por tanto, la serie converge más rápidamente que la del Problema 15-] 
Este hecho se hace evidente en el espectro de la Figura 15-18. 

15-3 Hallar la serie trigonométrica de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-19 y dibujar el espec¬ 
tro de líneas. y 




Fig'. 15-20 


Por simple inspección se deduce que d valor medio de la onda es cero y que se trata de una onda impar. 
En consecuencia, la serie solo contiene términos en seno. En el periodo de -n a +* la onda viene dada por 
la expresión/(/) = (F/n)o>L por Jo que utilizaremos estos límites para d cálculo de la Integral correspondien- 

j jrtit 

6 " = 7 J-JV/VM sen n u td(»t) = L “nn u £ - ~ eos nwt^ = -^(cosn*) 

La función eos nn es positiva para tí par y negativa para n impar, con lo que d signo de Jos coeficientes es al¬ 
ternativamente positivo y negativo. 

2V 

/(t) = — {sen u£ — £ sen 2 «í -F ¿ sen 3u¿ — ¿ sen 4ut + * —} 

Los coeficientes disminuyen como \¡n y, por consiguiente, la sene converge lentamente, lo cual se ve en ei es¬ 
pectro de la Fig. 15-20. Excepto en lo que se refiere al desplazamiento del eje al cero y al término medio, la 
forma de onda es idéntica a la del Ejemplo 1. Si se comparan los espectros de las Figs. 15-20 y 15-19 se obser¬ 
vará su semejanza, 


15-4 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de ta onda representada en la Fig. 15-21 y dibujar el 
espectro de líneas. 

En el intervalo 0 < mt < ~ {V/nkoí, y en n < m < 2n, f[t) — 0, El valor medio, por simple ins¬ 

pección de la onda es F/4, Como la onda no es ni par ni impar, la serie contendrá senos y cosenos, En d in¬ 
tervalo de 0 a k t se tiene 
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i y 


■ ut 


I I I I i 


13 3 4 5 t f i" 

Fig, 15-22 


n 


1 yiff 

“» ” “J (V/»)uíco#n u (<I( u í) = -ijA-cosnuí + — sennul 

~g r L n n 


T _ ^ 

! j 0 - 


Cuando n es par, (eos nn - I) - 0 y a, = 0. Cuando * es impar, a, = -2V¡(nW). Los coeficientes b. son 


■1 f” 

b * = ? J (^MüJÉsen n*t d{ut) - Mj*en?ují - ~ cosnuíT 

^0 ir J 


~ — — {eos n¡r) 

m 


El signo cambia con b. = - v/nn para n par y b, = + Vi nn para * impar. La serie de Fourier pedida es 
/(t) = ^ _ ^cosut - rir^cos 3«í - M'tOtSvt 


<3r)2 


(5 ^ 2 


, V' v V 

+ — sen»,¡ - g^sen2«£ + — sen 3uí - 


Las amplitudes de los armónicos pares vienen dadas directamente por los coeficientes b„ puesto que no 
hay termmos en coseno pares. Sin embargo, l as amplitudes de los armónicos impares han de calcularse utilizando 
c„ = Jal + bl Por consiguiente, c, = v / (2K<k 2 I 2 + = (0,377)f. Análogamente, c, = (0,109)F y 

= (0,064 }V. El espectro de lineas aparece representado en la Figura 15-22. 


15-5 Hallar la serie trigonométrica de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-23 y dibujar su esoec 
tro de líneas. 1 v 



Fie. 15-23 


Fig.15-24 


La onda no presenta simetría y, por tanto, es de esperar que las series contendrán senos y cosenos Como 
el valor medio no se puede deducir por simple inspección, se calcula a 0 del término ü o; 2 de la serie 

a o = - I V sen WÍ d(tíí) - — f-co&ufT - — 

rJ * ^ L Jo 

A continuación, se determina a ■ 


i r* 

“ “ I V sen ut coa nut rf(uÉ) 

* y o 

= Y. j 71 sgn ^ sen — eos nut eos uí - !* _ V 

J 0 “ 7(1-**) + D 


-rfi + 1 
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Con n par, = 2 V¡tl{\ — n 2 ); y con n impar» a H — 0. Sin embargo, esta expresión es indeterminada para n = 1 
y, por tanto, hay que integrar por separado para hallar a u 

ir* V ('* 

— — | V sen uí coa wt díaí) = “ Asen 2wt d(ut) = 0 

r v 

Ahora se calcula b 9 \ 


■ ir 


V sen ut sernwí úf(u£) — — 


n sen coa n^t — sen nut co a wí 
-n* + 1 


I 


= 0 


La expresión es indeterminada, como antes, para n - 1, con lo que b L debe calcularse por separado. 


- - ir 


"V Scn^ d(uí) — — 


w¿ _ V 

■ 2 ~~í~ J, " t 


Con esto, la serie de Fourier pedida es 


y I v 2 2 2 

fiO = —-j 1 + g sen uí — -cos2üí - jgcoa4wt - ^ 


coa 6«í — 


El espectro de líneas de la Fig, 15-24 muestra el término fundamental y las amplitudes rápidamente decre¬ 
cientes de los armónicos superiores, 

15-6 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la 
onda senoidal rectificada que se representa en la 
Fig. 15-25, cuyo eje vertical se ha desplazado de la 
posición que tenía en el Problema 15-5. 


La función está definida en el intervalo —n < o>f < 0 
por/(í) = — K sen tur EJ valor medio es el mismo que en 
el Problema 15-5, esto es, a 0 — 2 V/n. Para los coeficientes 
a m tenemos 

i 

= “I {—V sen w£) cos?iwí íT(ü)Í) 



ut 


WT^) (1 + coatt,r) 


Para n par, a„ = 2K/rc(l - n 2 ) t y p¿ua n impar, a n = 0 excepto para n = 1, cuyo caso hay que considerarlo por 
separado. 

1 f u 

ai ~ — I (—V sen <o¿) coawí d{uí) = 0 

Para los coeficientes b n resulta 

1 f 0 

bu = - 1 {—V sen ^t) sen nu£ d(tjÉ) = 0 

* 

También aquí esta expresión es indeterminada para n = 1; se calcula, pues, b x por separado, 

b¡ = ~ f (-V) sen*«(d(«É) = 

ir á 


Por tanto, la serie pedida es 


/(i) = — ^1 “ ^sentjí — — eos 2<o£ — q“-coa4«£ — 


15 


35 


eos 6ut 


-} 


Esta serie es idéntica a la dd Problema 15 5, excepto el término fundamental que ahora es negativo. El 
espectro de líneas es, evidentemente, idéntico al de la Figura 15-24. 

15-7 Hallar la serie trigonométrica de Fourier para el pulso rectangular de la Fig. 15-26 y represen¬ 
tar el espectro de líneas. 

Con el eje vertical en la posición mostrada la onda es par y la serie contendrá solamente cosenos y un tér¬ 
mino constante. El periodo que se considera para el cálculo de los coeficientes es desde — ji hasta +n, y la fun¬ 
dón es nula excepto en el intervalo de — tt/ 6 a H-n/ó. 
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—*76 




2r 


Fig. 15-26 



n 


“o 


~ p ir/G 


-7T/fl 


V 
3 ' 


j t hí i 6 

— i V eos íi(dt = 

^ ÍT/fl 


2T «ir 

— sen 
nir 6 


Puesto que sen nn¡6 = 1/2, ^/3/2* 1, ^/3/2, 1/2, 0, —1/2, . . - para n — L 2, 3, 4, 5, ó, 7, ... , respectivamen¬ 
te, ía serie es 

f(t) = y + j|cosu£ + (il) cos2<j£ + 1 


/1N \/¡3 / 1 \ 

l^Jcos3wí 4- -g - coa 4wt 


1 A 


4- t [ H ) C0S 5wí \ (í J C0S 7wt ” + “ 


/(£) = y~ + — 2 i sen (nr/6) cos^É 

w 6 n=1 71 


El espectro de líneas representado en la Fig. 15-27 decrece muy lentamente, ya que la serie converge muy 
lentamente a la función. Tiene particular interés el hecho de que las amplitudes de los armónicos octavo, no¬ 
veno y décimo son superiores a la del séptimo. Con las ondas simples antes consideradas, las amplitudes de los 
armónicos superiores eran progresivamente decrecientes. 

15-8 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-28 y dibujar el 
espectro de líneas. Obtener los coeficientes de la serie trigonométrica y compararlos con los del 
Problema 15-1. 


TJ 




V 





0 


T 

2f 

3* 

— V 





Fig. 15-28 



En el intervalo - * < (oí < 0,/(íJ = - V, y para 0 < m < nj(t) = V. El valor medio de la onda es cero. 
La onda es impar; por tanto, los coeficientes A n son números imaginarios puros. 


A* = 


J. 

%7 1 ^ 


r 

r ... ^ 


(^V) e -jnut diut) + í 
" 1 ° 


Ve-iwt d{ut) 




' + i ' .-«TI 

Lí-j») Jo J 


v V 

— _ tí 0 4. e ÍnV 4- € -jn ir — e Ú) ™ J— (e ,TlT — 1) 

Para * par, - -r 1 y A. = 0, para n impar, - -1 y A, - -A2V/nn). La serie de Founer pedida es 

f(t) - ■ ■■ f J§T«" j3 “‘ + j-e-i* 1 - í^**' ~ ~ 
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El espectro de la Fig, 15-29 representa las amplitudes para pulsaciones positivas y negativas* Combi¬ 
nando los valores para +n y —n se tienen las amplitudes representadas para la serie trigonométrica en la Fi¬ 
gura 15-16* 

Los coeficientes de íos cosenos en la serie trigonométrica son 


y 


_ r A _L A _ .2V , / . 2V 

A„ + A_„ - ) nr + f 


= 0 


- 


r 2V 2 F 1 4V 

j[A„-A_„] - í[-i— + = ^7 solo para n impar 


que coincide con Jos coeficientes de la serie trigonométrica obtenidos en el Problema 15-L 

15-9 Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda triangular de la Fig. 1500 y dibujar el es¬ 
pectro de líneas. 





-f— t—I—í——I-—— i—I—i—}—n 

-5 “4 -3 -2 -I 0 1 2 34 5 


Fig.15-31 


En el intervalo -n < a>t < 0, f{t) = V + {V¡n)tút, y para 0 < cat < n, f(t) - V - (V/n)coí. La onda 
es par y, por tanto, los coeficientes A n son reales. Por simple inspección, el valor medio es V/2. 


A n = 


d(uí) + J" [V — (V/r)w c?(íj£)| 

jj' wí d{ot) + J (-uí)e-^ dM) + J ir ti{ w £)| 

I o f C “jw^í " 1^1 y 


JL 

2r 2 


g - Jnüt 


2tt 2 

Para n par, e* 1 " = +1 y A* = 0; para n impar, A„ = 2V¡n 2 n 2 r Por tanto, la serie es 

2V 2V V 2V 2V 

m = + í=ej!«— + + 2 + + fa ** + 

El espectro se representa en la Fig. 15-31 con líneas para +/i y — n, que, si se suman, da las mismas am¬ 
plitudes del espectro de la Figura 15-18* 

Los coeficientes de la serie trigonométrica son 

. , M 2V , 2V 4V 

a n = A„ + A_„ = 72 ^ + ^ solo para n impar 

[ 2V 2V *1 

~ ?*(-«)* J ~ 0 

Estos coeficientes concuerdan con los resultados del Problema 15-2. 

15-10 Determinar la serie exponencial de Fourier para la onda senoidal rectificada que se representa 
en la Figura 15-32, 


En el intervalo 0 < ot < n> fU) - V sen <ot\ y desde n a 2 n y f(t) = 0* Entonces, 
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Fig. 15*32 Fig. 15-33 

^ ^ y sen e _jnúJf ti(wt) 

¿ir 

1/ r p — jnwí ~] v V , , , 

= ü LíT^T ( ~ jn sen "* - C0S “°J # = 2ril-**) 

Para n par. A, =» V/n(l - n J ); para n impar, e'*" = - i y A. = 0. Ahora bien, para n = ± 1 la ex¬ 
presión de A, es indeterminada. Puede aplicarse la regla de L'Hópital, esto es, se derivan numerador y deno¬ 
minador respecto de n y, después, se hace íjue n tienda a 1; en estas condiciones, A, = ~~j{V/4) y A_¡ = /(1^/4). 
H valor medio es 


¿o 


2* 



w 

V sen ut d(tiií) 


V_ 

2 - 


r 


— COS íJÉ 


1 


V 


La serie exponencial, por tanto, es 

V V V V , V . 

m = - Y& e ' iiat " sí 8 '' 21 " + e ~ M + 7 ~ } T el “‘ 


— p*2ut — fiHut 

3 ** 15r 


4+1 


Es interesante observar que solo hay dos coeficientes imaginarios en la serie, para n = ± 1, y que el coeficien¬ 
te del seno en la serie trigonométrica del Problema 15-6 es b v = jfA! — A_ ^ = j\_^j(V! 4) — j[V ¡^)] — iV- 
El espectro de líneas de la Fig. 15-33 representa las amplitudes de los armónicos de la onda y debe com¬ 
pararse con la Figura 15-24, 


15-11 Hallar la ponencia media (activa) disipada en una resistencia R - Í0 ohmios sí la corriente 
tiene una intensidad i — 10 sen qjí + 5 sen 3ojí + 2 sen 5ojl 

La corriente tiene un valor eficaz l zt = ^(ÍO) 2 + í(5} 2 + = *J6 4,5 =s 8*03, La potencia media 

es, pues, P — RI 2 = (10X64,5) - 645 W. 

Otro método. 

La potencia total es la suma de las potencias de los armónicos y viene dada por eos 0. Ahora 

bien, la tensión en bornes de la resistencia y la corriente están en fase para todos ios armónicos y “ 0. Por 

tanto* 

v R = Ri = 100 sen tur 4 50 sen 3íuí + 20 sen SíoI 
y p = i(10)(100) + i(5H5ü) + «2)(2Ü) - 645 W, 

15-12 Hallar la potencia media suministrada a un circuito si la tensión aplicada y la corriente resul¬ 
tante son 

l = 50 + 50 sen 5 x 10 3 f + 30 sen 10 4 r + 20 sen 2 x 10 4 f 

i = 11,2 sen (5 x 10 3 r + 63,4°) + 10,6 sen (10 4 f + 45°) + 8,97 sen (2 x 10 4 r + 26,6°) 

La potencia media total es la suma de la potencia de los armónicos. 
p _ ^50X11,2) eos 63,4’ + y(30j(l0,ó) eos 45° + i(2Ü)(8,97) eos 26,6° ™ 317,7 W. 
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15-13 Obtener las constantes del circuito serie de dos elementos con la tensión aplicada y la corrien¬ 
te resultante dadas en el Problema 15-12. 

La serie de la tensión tiene un término constante igual a 50, pero no existe un término correspondiente 
en la serie de intensidad de corriente, lo cual quiere decir que uno de los elementos ha de ser un condensador. 
Puesto que se suministra potencia al circuito, el otro elemento tiene que ser una resistencia. 

La intensidad eficaz es / = v 4fñ,2) 2 + ¿(lü~ó) 2 4- y(8,97) 2 = 12,6. 

La potencia media es P = RI 2 , de donde R = Pjl 2 - 317,7/159,2 = 2Í1. 

Para 5 x 10\ \Z\ = V^Jf^ = 50/1U - 4,47. Como |Z| = v / F+T 2 la reactancia capacitiva 

X c = \/(4,47) 2 - 4 - 4 Q. Por otra parte, X c = 1 /{cuC), de donde C = 1 ¡{mXA = 1/(4 x 5 x 
ID 3 ) = 50 /íF. 

Por tanto, los dos elementos son una resistencia de 2 fl y un condensador de 50 de capacidad. 


15-14 La onda de tensión de la Fig. 15-34 se aplica 
a un circuito serie de R = 2000 ohmios y 
L — 10 henrios. Utilizando la serie trigono¬ 
métrica de Fourier, obtener ia tensión en bor¬ 
nes de Ja resistencia. Representar el espectro 
de líneas de la tensión aplicada y v R para mos¬ 
trar el efecto de la autoinducción en los ar¬ 
mónicos. ü} — 377 radianes por segundo. 



La tensión aplicada tiene un valor medio el mismo que en el Problema 15-5. La función de onda 

es par y, por tanto, la serie solo contendrá términos en coseno, cuyos coeficientes se obtienen de la siguiente 
integral: 




l 

V 


J tt/2 

300 cq 3 u£ cosnuí d(wí) 

- 17/2 


600 

ir(l-* a ) 


C09 nir/2 


La función eos nn/2 toma el valor -1 para n = 2, ó, 10_y 4 -1 para n = 4 t 8 , 12, , . . Para n impar, eos 

/ítt /2 = 0. Sin embargo, para n = 1 la expresión es indeterminada y el coeficiente ha de calcularse por separado. 


a i 



300 eos 11 al d(üíí) 


300 

TF 


<¿t sen tvf y** 2 
^ 4 _l — jt ?2 


300 

2 


La serie de la tensión es, pues. 


v = 


300 

V 


1 1 4- ^ coa «í + ^ coa 2«t — 


i fí 


2 

coa 4 ut + — coa 6uÉ — 


La impedancia total del circuito serie 
Z = R +- jnwL se calcula para cada armó¬ 
nico de La expresión de la tensión. El resul¬ 
tado figura en la tabla adjunta. 

Los coeficientes de los términos de la se¬ 
rie de intensidad de corriente son los de la serie 
de tensión divididos por Z, y los correspon¬ 
dientes términos de corriente están defasados, 
en retraso, un ángulo 0 . 


n - 0 , V 0 


n 


R 

nuL 

1*1 

9 

0 

0 

2 kfl 

ü 

2 kíí 

0 " 

1 

377 

2 kíí 

3,77 kíí 

4,26 kíí 

62' 

2 

754 

2 kíí 

7.54 kíí 

7,78 kíí 

75,1* 

4 

1508 

2 kíí 

15,08 kíí 

15,2 kíí 

82,45° 

ó 

2262 

2 kíí 

22,62 kíí 

22,6 kn 

84,92° 


300/ti 

Tkn ; 


4 300/2 

n = 1 , i l — A ^ ^ eos (ü>í — 62"); 


- h * 


4,26 kQ 

60G/3* 
7,78 kíí 


eos [2o)t — 75,1°); etc. 


n = 2 
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La serie de intensidad de corriente es, por tanto, 

300 300 600 




+ 


2 k íln (2)4,26 kíl C ° S 62 * + 3jt( 7,7E kfi) 


600 


eos (4wt - 82,45^) + 


eos (2tor - 75,T) 
600 


15*05,2 kíl) ' 1 " * ' 35jc( 22,6 kíl) 

La tensión en bornes de la resistencia de 2 kíl es, sencillamente, ¿(2 kíl) o bien 


eos {6wt - 84,92°) - 


y* = 95,5 + 70,4 eos (cot - 62°) + 16,4 eos (2a>/ - 75,1 G ) 

- 1,67 eos (4 <xjí - 82,45°) + 0,483 eos (6 wt - 84,92°) 

Hn la Fig* 15-35 el espectro de la tensión aplicada y v R muestra claramente cómo han sido reducidas las am¬ 
plitudes de los armónicos por la inductancia en serie de 10 H. 



M 


JOü/r 


0 


i 


■J-r—1-<-T~—r 

2 3 A b * 7 


(« 


n 


Fig. 15-35 


15-15 La corriente en una bobina de autoinducción L = 0,01 henrios tiene la forma de onda dada 
en la Fig. 15-36. Obtener la serie trigonométrica de v L , tensión en bornes de la bobina, tu = 500 
radianes por segundo. 



El valor medio de la intensidad de corriente es cero y la onda es par* La serie, pues, solo contiene térmi¬ 
nos en coseno. En el intervalo -n < o>r < 0, / - 10 + (2Ü/rt)o>/; y en el intervalo 0 < u>t < / = 

10 - (2Q/fE)0>7. 

a* = j [LO + (2Ü/r)w£] eos Tiwt d(ují) + j" [10,— (20 /t}uí| eos tiwt d(«í)J* 

40 yi \ 80 . 

— (1 — cosita) ” solo para n impar. 


La serie de la corriente es 
80 


= -^7 i eos &>£ + - eos 3«í + 


25 


eos ^ eos 7*jt + 


La tensión en bornes de ia bobina es 


**■ = L Tt " ü - ()1 

400 


¿ 3«í + ¿ coa Gwt + ***} 


= TT í“ sen ~ i seri ¿ sen 5 vi - ^ sen 7 u c - ■ ..} 


La forma de onda podrá obtenerse por síntesis, pero esta serie difiere de la del Problema 15-1 en un signo 
menos. Así, pues, t L es una onda cuadrada y es,la opuesta de la onda de la Figura 15-15. 
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15-16 Sintetizar la forma de onda dada cuya serie trigonométrica de Fourier es 

8F 

/W “ Jsen Suí 4- ¿ sen 6*í - Ascn7«i + -■-> 

15-17 Sintetizar la forma de onda cuyo desarrollo de Fourier es 

,, ► 

40 

f(t) = 6 - -^{coaui + ¿coa3u¿ + ¿coa5^í + *>*) 

20 , 

+ — (sen uit — | sen 2<jt 4- ¿ sen3u£ — ¿ sen 4u¿ -f * * *) 
15-18 Sintetizar Ea forma de una onda cuya serie de Fourier es 


/ 
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fít) — V — - eos u£ — ^ eos 2u£ 4- “ eos eos 4^¡í — y- eos G¿¿£ 

12 4 

+ t4t + j sen«t — — sen 2ut 4- y^senáidt — 

15-19 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-37 y dibujar 
el espectro de líneas. Compárese con el Ejemplo 1. 

Sof. f{t) = y + “{sen«í + J sen 2tít + ^ sen 3*>t + *• *) 




15-20 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda en diente de sierra de la Fig, ] 5-38 y dibujar su espectro 
de líneas. Compárese con el resultado del Problema 15-3. 


SoL f(t) = {sem»f + £ sen 2«t 4 ¿ sen 3 úié 4 ¿ sen 4«í 4 

15-21 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-39 y dibujar el espectro de líneas 
correspondiente. 

4V 

SoL f(t) = — {eoaut 4 £cüs3ué 4 ¿ eos Gut 4- ■•■} 

2V 

— —- {sen wt + J sen 3«í 4 ¿ sen ñut 4- ■ ■ ■} 




V 







i 

' 

0 

—1/_ 


i - - 

V 

2t 


r 




Fig. 15-40 


15-22 Escribir la serie trigonométrica de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-40 y dibujar su es¬ 
pectro de líneas. Compárese con el resultado del Problema 15-1. 


4V 


{coa 'jé — eos 3wí + eos 5uí — ^ eos 7 *jí 4* * ■ *} 


So/. f{t) 
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15-23 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de las formas de onda representadas en las Figs. I5-41(a) y (6). Dibu¬ 
jar el espectro de lineas de cada una y comparar los resultados. 


Sol. 


/i<0 = 

/•(O = 


12 

50 


+ ni. {^( Sen Ti) + » Í 1 ” 

fl5ir \ 


cosyj ) sen n^t 


+ 2 i ~ ( sen J cos + 

™-i \n*\ 3 / WíT 


10 /- n5*\ 

— [ 1 — cos-g— I sen nw£ 


10 


tí 12 


(a) 


tii £ 


2r 


10 


Fig. 15-41 


5 r/3 2 # 


w¿ 


(b) 


15-24 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-42 y dibujar su espectro 
de líneas* Comparar el resultado con el de los Problemas 15-5 y 15-6. 

vi 2 2 2 1 

Sai . f{t) = - ^ 1 + | coa wí -F ^ coa 2 oíé - coa 4¿jí + — eos 6 W £ - ■ ■ ■ f 



V) 



Fig. 15-42 


Fig. 15-43 


w£ 


15-25 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-43 y dibujar d espedró 
de líneas. 


Sol. 


rt’TT 

f{t) = —{1 + $ coa 2ü)t — ^ coa4ü)t + ^ coa 6yt - ■ ■ ■} 


15-26 La onda de la Fig. 15-44 es análoga a la del problema anterior, pero con el eje vertical desplazado. Hallar su 
desarrollo en serie de Fourier y comparar los dos resultados. 


Sol, 


f(t) = — {1 - £ eos 2 íoí — eos 4td£ — & coa 6*ot - ■ ■ ■} 

Tf 



Uít 



hit 


15-27 Determinar la serie de Fourier dé la onda representada en la Figura 1545. 


Sol 


V V ^ 

A0 = 27 - eos + 2 


2t 


(eos nir -I- n sennir/2) cosnwí 


_L ^ ¿ j 45 \~~nV eos mW2"| 

+ y wí 4* i ——7T-ir— sen n«í 

4 arll-ní) J 
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15-28 Determinar la serie de Fourier de la onda de la Fig, 15-46, Sumar esta serie con la del Problema 15-27 y com¬ 
parar ¡a suma can las series obtenidas en el Problema 15-5, 


SoL 


_ F y « V[n sen nv/2 - 1 

7(0 — ñ~ + — eos ut + i -—- i eos nut 

Vn eos nvj2 


t r ™ * i v vn eos nviz _ . 

+ x scníJÍ + i —^- sí- senji^t 

4 n=2 ir<l — ti*) 



— 



Fig. 15-46 


Fig.15-47 


15-29 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda de La Fig. 15-47 y representar el espectro de líneas. Convertir 
los coeficientes obtenidos aquí en los coeficientes de la serie trigonométrica, escribir la serie trigonométrica y 
compararla con el resultado del Problema 15-4. 


SoL f(t) 




4 ir 

. 1 


" (i + i i) elat + j r* tl2u ~ 




15-30 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-48 y dibujar su espectro de lineas. 


Sol. 


m 


= v{.-- + (¿+ /£)•-** + ib 

b~ j i) e>ui 


+ { — + ) + - 


j±. e Kat + 

4 ir 


_L_ -±\ 

$r a 1 6í ) 


4 

e ja«í + 




2r 

Fig, 15-49 


3* 


wí 


15-31 Escribir la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig, 15-49 y representar su espectro de líneas. 
Sumar las series exponenciales de los Problemas 15-29 y 15-30 y comparar la suma con la serie aqui obtenida 


SoL 


m ~ yj... + y+ \ - y ~ e>ui - y¿ ea "‘ - 


15-32 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig, 15-50 y dibujar su 
espectro de líneas. Convertir los coeficientes obtenidos aquí en los de la serie trigonométrica, escribir ésta y 
comparar el resultado con la serie obtenida en el Problema 15-19. 


SoL 


m = 


... + + | - y¿¿"‘ - y¿« Jlut - ■■■ 



ut 



■ tíí 


Fig.15-5Ü 


Fig.15-51 
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15-33 Hallar la serie exponencial de la onda representada en la Fig. 15-52 anterior y dibujar su espectro de lincas. 
Convertir los coeficientes de la serie trigonométrica calculados en el Problema 15-20 en los de la sene expo¬ 
nencial y compararlos con los coeficientes de la serie aqui obtenida. 


Sot. 


f{t) - v\'" — — jL ¿-Jwt _j_ _|_ ji-^í + . 

¿TT x- a* 2 b■ 


. 1 


15-34 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-52 y dibujar su espectro de 
líneas. Convertir los coeficientes a coeficientes de la serie trigonométrica, escribir esta serie y compararla con 
la obtenida en el Problema 15-21. 


Sot. 


m = v- 


+ 







Fig. 15-53 


1 







1 


0 

_ T7_ 


■r 

r - 

2r 





ut 


15-35 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-53 y dibujar su espec¬ 
tro de líneas. Convertir los coeficientes de la serie trigonométrica del Problema 15-22 en los de la serie expo¬ 
nencial y compararlos con los obtenidos aquí. 


Sol, 


2V 


f(t ) = —{■ *• + + ew 1 — + JejSut - ■, *} 


15-36 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-54, Dibujar el espectro de lineas 
correspondiente. 


Sol, 


m = 


V f-2v 
2Í sen ( — 


H™ 


e -Í2at — JL 5en [ ~ ) ¿- fot -j- ~ 


^J2 tiií 


7 “ n (l) + Í sen (t) 


y 


-*/8 


r/B 


£tt 


Fig.15-54 



15-37 exterminar la serie exponencial de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-55. Convertir estos 
coeficientes en los de la serie trigonométrica y compararlos con los resultados del Problema 15-24. 


SoL 


V V V V 

/(() - ** ■ “ — + ~e _juí + — 

Ií>ir oír i v 

y V , V 

+ — c Jtjt + c + 


3?r 

15-38 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda recti¬ 
ficada de la Fig. 15-56 y dibujar su espectro de lineas. 


15jr 


Sol. 


A0 = 


+ ü: + S.«- 

r air 

- ^ C«"« + ■ ■ • 



u t 


Fig. 15-5G 
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15-39 Determinar la tensión e intensidad de corriente eficaces y la potencia media (activa) suministrada a un circuito 
pasivo si la tensión aplicada es u = 200 + 100 eos (500t + 30°) + 75 eos (1500 + 60°) voltios y la corriente 
i = 3,53 eos (500í + 75°) + 3,55 eos (1500 4- 78,45°) amperios. Sol. 218.5 V; 3,54 A; 250,8 W. 

I5-W Se aplica una tensión u = 50 + 25 sen 500í + 10 sen SSOOf + 5 sen 2500í voltios a los terminales de un cir- 
cuito pasivo, siendo la intensidad de la corriente que resulta 

* - 5 + 2,23 sen (500; - 26,6°) + 0,556 sen (1500/ - 56,3 r ) + 0,186 sen (2500; - 68,2 1 ') 

Calcular Ja tensión eficaz, la intensidad eficaz y la potencia media (activa}* SoL 53,6 V; 5,25 A; 276,5 W* 

15-41 Un circuito de tres elementos en serie, R = 5 ohmios, L = 0,005 henrios y C — 50 mícrofaradtos, tiene apli¬ 
cada una tensión v = 150 sen 1000/ + 100 sen 2000/ + 75 sen 3000/ voltios* Calcular la corriente eficaz y la 
potencia media (activa) del circuito, Dibujar los espectros de lineas de la tensión y de la corriente y observar 
el efecto de la resonancia serie* Sol. 16,58 A; 1374 W. 

1*42 Por un circuito serie de dos elementos con R = 10 ohmios y L = 0,02 henrios circula una corriente / = 5 sen 
100/ + 3 sen 300/ + 2 sen 500/ amperios. Hallar la tensión eficaz aplicada y la potencia media (activa) 

Soi. 48 V; 190 W. 

1S43 Una bobina pura de autoinducción L = 0,01 henrios nene una onda de corriente triangular, Fig, i5-57. con 
tú = 500 radianes por segundo. Escribir la serie exponencial de Fotirier de la cómeme y hallar la serie repre¬ 
sentativa de la tensión v L en bornes de la bobina. Compárese el resultado con el del Problema 15-8* 

p ; 200 

sol v L = - je-M + jv-t + + ...} 




F 

¡ 

i 

j 





°! 1 

-10 H 

r 

-!- 

2r 



Fig.15*57 Fig.15-58 

1544 A una bobina pura de autoinducción L = 0,01 henrios se le aplica una tensión cuya forma de onda se ha di¬ 
bujado en la Fig. 15-58, siendo cu = 200 radianes por segundo. Obtener la serie de la corriente en forma tri¬ 
gonométrica e identificar su forma de onda. 


Sor 


20 

w 


fsenuí - £ sen 3wí + ¿ sen 5wí - ¿ sen+ - ■ *} 


1545 La onda de la Fig. 15-59, senoidal rectificada por com¬ 
pleto, representa la tensión aplicada a un circuito LC. 
El valor máximo de la tensión es 170 voltios y & - 377 
radianes por segundo. Utilizando la serie trigonométrica 
de Fourier, hallar la tensión en Ja bobina y en el conden¬ 
sador. Representar el espectro de líneas de cada una* 


v 



1546 Un circuito de tres elementos está formado por una resistencia R = 5 ohmios en serie con una combinación 
en paralelo de L y C Para tu = 500 radianes por segundo, las reactancias correspondientes son J2 y -jü ohmios. 
Hallar la corriente total si Ja tensión aplicada es v = 50 + 20 sen 500/ 10 sen 1000/ voltios 

Sol r = 10 4- 3,53 sen (500/ - 28,1°) A* 
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Régimen transitorio en circuitos 


INTRODUCCION 

Cuando se hace pasar a un circuito de una condición a otra, sea por un cambio en la tensión apli¬ 
cada o por una modificación de uno de sus elementos, se produce un periodo de transición, durante el 
cual, las corrientes en las ramas y las caídas de tensión en los elementos*varían desde sus valores ini¬ 
ciales hasta otros nuevos. Transcurrido este periodo de transición, llamado régimen transitorio* el cir¬ 
cuito pasa al estado o régimen permanente, 

Aplicando la segunda ley de KirchhoíT a un circuito que contenga elementos que almacenen ener¬ 
gía resulta una ecuación diferencial que se resuelve por los métodos conocidos. La solución está forma¬ 
da por dos partes: la solución de la ecuación homogénea o función complementaria y una solución par¬ 
ticular de )a ecuación completa. En el sistema de ecuaciones de análisis de circuitos, la función com¬ 
plementaria tiende a cero en un tiempo relativamente corto y es la parte transitoria de la solución. La 
solución particular es la respuesta en el régimen permanente, que hemos estudiado en ios capítulos an¬ 
teriores. Los métodos aplicados en este capítulo por los cuales se obtiene la solución particular son, 
generalmente, largos y engorrosos y nunca tan directos como los ya utilizados. Sin embargo, la apli¬ 
cación de dichos métodos permite profundizar en el sentido físico de la respuesta en régimen perma¬ 
nente como parte de la respuesta completa. 


Régimen transitorio en corriente continua 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL 

El circuito serie RL de la Fig. 16-1, al cerrar el interruptor, 
se le aplica una tensión constante V. La segunda ley de Kirchhoff 
conduce a la ecuación diferencial. 

Ri + L~ = V (1) 

Utilizando !a notación del operador D = d/dt y despejando V/L 
se tiene 





Fíg, 16-1 


La ecuación (2) es una ecuación diferencial lineal de primer grado 


^ — ay — % o bien 


{D-a)y = 


(*) 


siendo D = d/dx, a una constante y (Tt una función de x, pero no de v. La solución completa de (2) está 
formada por la función complementaria y la solución particular, y es 


V - + Vp 


ce a * 



e~ QX % dx 


U) 


en donde c es una constante arbitraría determinada por las condiciones iniciales del problema. Según 
(4), la solución de (2) es 

i - ce -(fl/Ut + e -lR/LH J' dt - ce ~iH/L)t + ^ (5) 
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Para hallar la constante c hacemos / = 0 en (J) y sustituimos la corriente / por su valor inicial L 
Esta comente inicial es la comente inmediatamente después de cerrar el interruptor. La autoinducción 

está relacionada con la tensión y la corriente por las expresiones v = L ~ e i u v dt. La se- 

hoh?n/h P T ÍÓn n ° S d í Ce ^ Ue pualtlu,era í > ue sea la tensión aplicada, la corriente que circula por una 
bobina ha de ser una función continua. Por tanto, si la comente es cero para , = 0 - tiene oue ser 
nula para / = G + . Sustituyendo en (5) se tiene ' q 


i» = 0 = c( 1 ) + V/R o bien c = -V/R (6) 
y llevando este valor de c a (J) resulta 
V V V 

1 = + R = -gll-e-'"' 1 -”) (7) 

Esta ecuación representa un crecimiento exponencial, como 
se observa en la Fig, 16-2, El gráfico muestra el periodo de 
transición durante el cual pasa la corriente desde su valor ini¬ 
cial nulo hasta e! final VjR del régimen permanente. 



La constante de tiempo t de una función como la definida en ( 7 ) es el tiempo para el cual el expo- 
nente de e es igual a la unidad. Así, para el circuito RL, z - L;R segundos. Para 1 i la cantidad dentro 
del paréntesis en (7 toma el valor ¡1 - e -) = (1 - 0,368) = 0,632. Para este tiempo, la corriente 

eí/í SU va f r fina ' De Igua forma ’ para 2 r ’ (1 - e ~ J = U - 0.135) = 0,865, y la corriente 
es el 86,5 % de su v^Jor final. Después de 5 r, generalmente, se considera terminado el régimen transi¬ 
torio. Por conveniencia, la constante de tiempo es la unidad que se utiliza para representar gráficamente 
la corriente dada por la ecuación ( 7 ). 


Otro ejemplo puede ser la caída exponencial, repre¬ 
sentado en la Fig. 16-3 con la siguiente ecuación: 

/(£) = Ae- fít {8) 

en donde la constante de tiempo, con la definición dada, 
es t = 1/a. Para el valor 1 t e~ l = 0,368 y la función ha¬ 
brá caído al 36,8 % de su valor inicial A. Para 2 t, e~ 2 = 
0,135 y la función es el 13,5% de A. Después de 5 t se 
considera terminado el régimen transitorio. 

La tensión transitoria en los elementos dei circuito RL 
condiciones, la tensión en bornes de Ja resistencia, 



r 


estas 


y en bornes de la bobina 


v R = Ri = V(1 - e-<Ry->') 


( 9 ) 


T di r d [V 1 

’*■ = L dt = 

La tensión transitoria en la resistencia es una expo¬ 
nencial creciente con la misma constante de tiempo que la 
corriente, mientras que en la bobina es una exponencial 
decreciente, pero con la misma constante de tiempo. La 
suma de v R y v L satisface la ley de KirchhofT en el periodo 
transitorio, (Véase Figura 16-4.) 

v R + v L = V(1 -e~ {R¡Ln ) + Ve~ ÍR ' Ln = V (U) 


— (jo) 
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La potencia instantánea en cualquier demento de circuito viene dada por el producto de la ten 
sióa y la corriente* Así, la potencia disipada en la resistencia es 


p R = = 

~(1 - 2e- (R/ “‘ + e - iíR/ut ) 

(12) 

y en la bobina 

k 

v 2 

_ g-2(R/LXj 


P t = v L i = y e -<R/L)í^i _ _ 

(13) 

Por tanto, la potencia total es 



— ^R “ ~R~^ ~~ 


(U) 


En la Fig. 16-5 se han representado las tres funciones potencia, siendo los valores en régimen per¬ 
manente p R y p Tf V 2 ¡R y Rl 2 y en donde I representa la intensidad de corriente en régimen permanente. 
La potencia transitoria en la bobina tiene su valor inicial y final nulos y es la potencia que corresponde 
a la energía almacenada en el campo magnético de la misma. Para demostrarlo, integramos p L desde 
cero a infinito. 


W 



1 Ylík 

2 R\R 


-KRILH 





R L R 






L_ 
2 R 


e 


— R/L)í 


] 


30 

0 


(Í5) 



l 



Fig.16-6 


El circuito RL de la Fig. 16-6 tiene una corriente inicial i 0 = V/R. En el instante t = 0 se conmuta 
el interruptor a la posición 2 que elimina la fuente y pone en cortocircuito a la rama RL serie. Aplican¬ 
do la segunda ley de Kirchhoff al circuito sin fuente tendremos la ecuación 

+ Ri = 0 o bien - 0 (16) 

cuya solución es i = ce~ (R ' L> ‘ (1?) 

Para t = 0, la corriente inicial es í'„ = V¡R, Sustituyendo en (77) c = V/R, con lo que la ecuación 
de la intensidad de corriente es 

i = {«) 


Este decrecimiento o caída exponencial se representa en la Fig. 16-7(a), Las tensiones correspon¬ 
dientes en bornes de la resistencia y de la bobina son 

v R = Ri = y v L = L~ = (19) 

representados en la Fig, 16-7 (¿). la suma satisface a la ley de Kirchhoff ya que, con el interrup- 

r/z V* _ 

tor en 2, la tensión aplicada es cero. Las potencias instantáneas p R = -^e~ 2íR/ut y p L = — -^e~ tíK/ut 


















Fig,16-7 


se representan en la Fíg. 16-7(c). Si p L se integra desde cero hasta infinito se ve que la energía disipada 
es exactamente la que fue almacenada en el campo magnético durante el régimen transitorio previo* 
\LI , Durante el transitorio, esta energía se transfiere a la resistencia. 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC 

Aplicando ia segunda ley de Kirchhoff al circuí l 
la Fig* 16-8 resulta la ecuación diferencial siguiente: 

£ f i dt + Ri = V 


y derivando, 
i 


di 


g -h R = 0 o bien 


D+ wy = ° 


RC de 

+ 

T-= 

fT + > 

' Vr 1 

(20) 


+ 

j)i _ Abé 


V C * 

(21) 


Fig.16-8 


La solución de esta ecuación homogénea solo contiene la función complementaria ya que la solución 
particular es cero. Por tanto, 

i = ce~ t,RC 

Para determinar la constante c, obsérvese que la ecuación (20) para t = 0 es J ?/ 0 = V o bien 
'o = V ! R - Sustituyendo el valor de i 0 en (22) se obtiene c = V/R para t = 0. Entonces, 


í = ^ e "‘ /RC (23) 

La ecuación (23) tiene la forma de una caída exponencial. Figura 16-9(a). 

Las correspondientes tensiones transitorias son 

v R = Ri = Ve- t,RC y v c = ^ J i dt = V( 1 - e- ,/ac ) (g¿) 
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y aparecen representadas en la Fig, 16-9(6). Las potencias instantáneas 


V, 


V 2 


= V = R e 


-2 t/HC 


Pe = = Ji( e " HC 


fRC\ 


(25) 


se pueden observar en la Figura 16-9(c). _ 

La potencia transitoria p c , cuyos valores inicial y fina! son nulos, corresponde a la energía alma 

cenada en el campo eléctrico del condensador con una tensión constante V entre sus placas. Puede com 

probarse por integración de p c desde cero hasta infinito. 


^ e -^Hc )dt = lev 2 


(26) 


El circuito serie RC de la Fig. 16-10 tiene ei interrup¬ 
tor en la posición 1 el tiempo suficiente para que se esta- 
blezca el régimen permanente y, en el instante t - 0, se 
conmuta a la posición 2. Con el interruptor en esta posición 
la ecuación del circuito es 

i J' i dt + Ri = o o {p + Jfc) 1 = 0 ^ 



cuya solución es 


i - ce 


- t/ac 


(28) 


Fig. 16-10 


Para determinar la constante c se hace f = 0 en (28) y se sustituye la comen e inicial 0 . Como e 
condensador se carga a una tensión V con la polaridad indicada en el esí l uema ’ la corriente imcial 
opuesta a «; en consecuencia. f 0 = - V¡R. Entonces, c = - V(R y la mten S1 dad de comente es 




V 

R 


(29) 


Este decrecimiento transitorio se ha representado en la Fig, 16-1 1 (ü). Las tensiones transitorias 
correspondientes en los elementos del circuito 




= Ri = -Ve~ ifRC 


V c = = Ve 


- t/RC 


(SO) 


se representan en la Fig. 16-11(6). Obsérvese que v K + v c = 0 satisface a la ley de Kirchhoff ya que no 
hay ninguna tensión aplicada con el interruptor en la posición 2. Las potencias transitorias 

y Vr = vJ = -Sí-"" («) 


Vr 


V 2 

R 


- vJ — ñ-e ' 2,/,<c 


se representan en la Fig. 16-li(c), No hay ninguna fuente responsable de p R , pero es evidente que la 
energía almacenada en el condensador se transfiere a !a resistencia durante este régimen transitorio. 
La comprobación de que al integrar/* entre cero e infinito se obtiene el valor - 3 CP- se deja como ejer- 

cicio. 




V 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC REFERIDO A LA CARGA 

En un circuito serie RC es conveniente, con frecuencia, conocer la ecuación que representa la car- 
ga transitoria q. Entonces, puesto que la intensidad de corriente y la carga eléctrica están relacionadas 
por i = dqjdi, se puede obtener dicha intensidad por simple derivación respecto det tiempo. 


En la Fig- 16-12 se ha cargado el condensador con la 
polaridad que se indica ya que q tiene el mismo sentido que 
/ en la Fig. 16-8. La ecuación referida a la intensidad de co¬ 
rriente es 

¿ J i dt + Ri = V (32) 

y puede escribirse en la carga sustituyendo i por dqfdt* Por 
tanto, 

i + R W = v < ’ bi “ ( D + ífc)« = s < ss > 



Fig.16-11 


Utilizando el método seguido en la deducción de la ecuación (5), la solución es 

q = ce~ l/RC + CV 


( 34 ) 


Para / = 0, la carga inicial del condensador es q ü = Ü y 

q g = 0 = c(l) + CV o bien c - -CV 



Llevando a (34) este valor de c se obtiene 

q ’ CV(1 - e~ UR<: ) ^ 

La carga en régimen transitorio es una exponencial creciente hasta un valor final CV- Entonces, si se 
analiza un circuito como el de Ja Fig, 16-10, tomando como base la carga, el resultado es un ecreci 
miento de la carga desde el valor CK como representa ia ecuación 

q = CVe-‘ ,¡lc ^ 




En la Fig. 36-13(a) se ha trazado la función q en carga y descarga, representando^ las funciones 
de intensidad correspondientes en la Fig. 16-13(6). Como la carga q tiene que ser un ' . 

q =. CV para í (-) y /'( + ), mientras que ¡ es cero para f'(-) y vale -V/R P ara 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito sene RLC 
de la Fig. 16-14 se obtiene la siguiente ecuación integrodiferencial 

* i + i ! + 1 cS idt = v (SS) 



Derivando se obtiene 


Fig.16-14 
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( 


L § +R ft + i = 0 ° b¡ “ ( fl! + r D + é)‘ = 0 < M > 

que es una ecuación diferencial lineal de segundo grado y homogénea cuya solución particular es cero. 
La función complementaria puede ser de tres tipos según los valores relativos de R, L y C . Los coefi¬ 
cientes de la ecuación característica D 2 + (R/L)D + 1/¿C - 0 son constantes y las raíces son 


n _ -RfL + \f(R/L) 2 - AfLC 

- 5 - y 


D 2 = 


-R/L - yJ{R/LY - 4/LC 


m 


Haciendo a = -RÍ2L y p= ^{R/ZLf - l/LC, 

Di = a + p y = a — p 


m 


El subradical p puede ser positivo, cero o negativo y la solución es, entonces, amortiguada, supercrí- 
tica, crítica y subcrítica (oscilatoria), respectivamente. 

Caso 1. (R/2L) 2 > 1/LC Las raíces Di y D 2 son reales y distintas, dando lugar al caso de amor¬ 

tiguamiento supercrítico. La ecuación (i9) se puede escribir, entonces, en forma de producto 


¡D-(a+mD-(«-m = o . m 

y la intensidad de corriente es 

i = cte ía ^ fi)t + C 2 e ía ~* }t o i = e at {c\e &l + cze- &t ) (-W) 

Caso 2, (Rj2L) 2 = i/LC. Las raíces D x y D 2 son iguales y la solución corresponde a! caso de 

amortiguamiento crítico, En forma de producto, la ecuación (J9) se convierte en 

(D-«)(D-a)i = 0 (U) 

cuya solución es i = e at (ci + c 2 t) {45) 


Caso 3. (R/2L) 1 < 1 /¿C. Las raíces Z) A y D 2 son complejas conjugadas y la solución co rres- 

oinde al caso de amortiguamiento subcrítico u oscilatorio. Definiendo p — y 1 ¡LC — (R/2L) 1 , y a 
como antes, la forma de producto de la ecuación con operador es 

[£>-(« + jp)} [D - (a - jp)}i = 0 {4S) 

cuya solución viene dada por i = e ai {ci eos pt + Czimfit) (4T) 

La intensidad de corriente contiene, en todos los casos, el factor e* 1 , y como a = -R/2L, el valor 
final es cero, garantizando que la función complementaria desaparece, en un tiempo relativamente 
corto. Los tres casos se esquematizan en la Fig. 16-15 cuando el valor inicial es cero y la pendiente ini¬ 
cial es positiva. 
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Régimen transitorio en corriente alterna 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL CON ALIMENTACION SENOIDAL 


En e! circuito serie RL de la Fig. 16-16 al cerrar el inte¬ 
rruptor se aplica una tensión senoidal. En dicho momento, la 
función de tensión puede estar en un punto cualquiera dei pe¬ 
riodo y, por tanto, el ángulo de fase 0 puede tomar valores 
desde 0 hasta 2n radianes por segundo. Aplicando la segunda 
ley de KirchhofT se obtiene la siguiente ecuación: 



Fig. 16-16 


Ri + L 


di 

dt 


Vm*x sen {uí + 0 ) o bien 




sen (tü¿ + 0) 



(W) 


La función complementaria es 4 = ce fR!L]l y la solución particular 

i _ e -<A/Lu f e (.RiL»Yjpi senivt + á) dt = sen Ut + A - are tg <»L!R) 

* J L ^J R 2 + Jjj 

La solución completa, por tanto, es 

V 

i = % + i = ce~ (R/L)t + — sen ( w £ 4- <¡> - are tg uL/R) (¿9) 

c p v/jp + ¿U 

La bobina impide cualquier cambio brusco de ía corriente y, como antes de cerrar el circuito la inten¬ 
sidad es cero, se deduce que i 0 - 0. Por consiguiente, para t = 0 


i = 0 = c(l) + . 

0 \ZR* TUl 2 

Sustituyendo en (49), la intensidad es 


sen (0 — are tg wL/R) y 


c — 


-V 


maje 


+ JL 2 


sen - are tg «L/fi) 


- e 


-ÍR/Ut 


[v^T^ se "l*- arc,8 " i/s> ] 


+ 


mai 


,_sen Ut 4- d - are tg a>LfR) 

y/V + JL* (50) 

EJ primer sumando de (50) contiene al factor e ~ {RfL)t que se anula en un tiempo relativamente cor¬ 
to. La expresión entre corchetes es, simplemente, una constante, cuyo valor depende del momento del 
ciclo 0 en el que se ha producido el cierre del circuito. Sí (0 - are tg <oL/R) = nn, siendo n = 0, L 2, 
3,,.. ,1a constante vale cero y la corriente pasa directamente al régimen permanente. Y si (0 - arctg o>L/R) 
= (1 + 2n)n/2, el régimen transitorio tendrá la amplitud máxima posible, 

E! segundo sumando de (50) es la intensidad en régimen permanente, retrasada respecto de la ten¬ 
sión aplicada un ángulo are tg coL/R. Esta solución particular, obtenida anteriormente por integración, 
puede determinarse por el método de los coeficientes indeterminados, El método es aplicable cuando 
la función de entrada es un seno, un coseno o una exponencial, ya que en estas funciones las deriva¬ 
ciones sucesivas repiten el mismo conjunto de funciones. Para aplicar el método a la ecuación (48), en 
la que el segundo miembro es sen (wt + 0 ), suponemos una intensidad particular 


i p = A coa (üít 4 - 0 ) 4 - B sen {ü>é A 0 ) 
en la que A y B son constantes. La primera derivada vale 

tp — —* 4 ^ sen t + 0 ) + Bu* coa (*u t + 0 ) 

Sustituyendo estas expresiones de i p e í p en (48) se obtiene 

{--Ato sen {tüf -h 0) 4- Bta eos («d f <p )} 

+ ^ {A eos (toí 4* 0 ) -I™ B sen (wt + 0 )} — ^ 


(51) 

(52) 


sen ( w í + 0 ) 


Agrupando términos semejantes, 

(— Ahí 4- BR/L) sen (w¿ + 0 ) 4- (¿?u 4- AR/L) eos (mt 4- 0 ) 


V» 


IflX 


sen (..i + $) 


(SS) 


(«) 
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e igualando los coeficientes de dichos términos, se obtienen dos ecuaciones en A y B, 

-Av + BR/L = V^JL y + AR/L = 0 . (55) 

tu LV MAX „ RV mbX 


de donde 


A = 


B - 


W + JL* 1 ~ R 2 + UL t 

Sustituyendo los valores encontrados de A y B en (J/); se obtiene la intensidad de corriente 

-o,LV mate t j. . . \ . RV mflit / j. i >\ 

%p = 7^ - cos M + í—TT; sm M + ♦) 


o bien 


R* + <u*£. 2 
V„ 


b — 


R 2 + JL* 

sen (dí + </1 - are tg U L//?) 


y/WTÜU- 

que es la misma que la solución particular obtenida antes por integración. 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC CON ALIMENTACION SENOIDAL 

En el circuito serie RC de la Fig. 16-17, al cerrar el inte¬ 
rruptor se tiene aplicada una tensión senoidal. La segunda 
ley de Kirchhoff conduce a la ecuación 

Ri + ^ J' i dt - V’ mai sen ( u f * ó) ( 5S ) 

Derivando y teniendo en cuenta la notación del operador re¬ 
sulta, 

; t % . . 1 / 

C03 (u¡t + 4») 


(5tf) 

(57) 

(58) 


V - 

v wt * M + 


©t 


D + lZc) i “ 


uV max 


Fig.16-17 


R 


i c = ce~ VRC 


La función complementaria es 
y la solución particular, obtenida por integración o por coeficientes indeterminados, es 

Vn 


( 60 ) 

(61) 

(62) 

,.. - . («) 

y/R* + (1AX) 2 

Para determinar la constante c hagamos t = 0 en la ecuación (59) \ la corriente inicial es, entonces. 


b — 


\/R' 2 + (1/„C) 2 
Por tanto, la solución completa es 

i = ce 


sen (U + <¡>. + are tg 1 /mCR) 


t/Rc _|_ — * . — sen (bit + ^> + are tgl/u ¡CR) 


— 


R 


sen <f>. Sustituyendo en (¿5-?) y haciendo / = 0 resulta 


o bien 


R 


c — 


sen<£ = c(l) + 


V 


max 


man 


sen ^ — 


(iib,Cf 

mast 


sen + are tg 1/vCR) 


sen + are tg l/uC^Í?) 


R “~"' r y/ÍF + (l^Cf 

Llevando el valor de c de (<5Ó) a (ói) se obtiene e! valor completo de la intensidad de corriente 

v™* ... - oCR) ^ 


<M) 

(S5) 


l = € 


-t/RC 


U 

V max 

-n“ sen (A - ”- 

R y/R* + ( 1 /..C ) 2 


sen (</, + are tg 1/U 


+• 


V. 


sen (U + ^ + are tg l/^CR) 


( 66 ) 


y/W i ( 1 /*C)* 

E! primer sumando es el transitorio con un factor de decrecimiento e ‘ IRC . La magnitud entre corchetes 
es una constante. El segundo sumando representa la intensidad de corriente en el régimen permanente 
que va en adelanto de fase, respecto de la tensión aplicada, en un ángulo are tg I /uiCR. 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC CON ALIMENTACION SENOIDAL 


A] cerrar el interruptor en el circuito serie RLC de la 
Fig- 16-18 se aplica una tensión senoidal. La ecuación resul¬ 
tante es 

Ri + L di + é S i = sen ^ ^ & { - 67 } 

Derivando y teniendo en cuenta la notación operacional resulta 




(¿J 1 in.'m 

”ZT 


C03 (Tií -r- <j>) 


( 88 ) 


Fig. 16-18 


La solución particular se obtiene por el método de los coeficientes indeterminados en la forma 
siguiente. Suponemos ¡ p = A eos (w/ + 4>¡ + B sen { oí + <p). Se calculan después il e i" v se sustitu¬ 
yen en la ecuación (67). Los valores de A y B se determinan entonces igualando ios coeficientes de los 
términos semejantes, como se hizo en el caso del circuito serie RL. Expresando el resultado como fun¬ 
ción de un solo seno, la solución particular es 


tp 


/" 'r- -ni sen (' + 4> -r are tg (}h¿L <^L) 

V# 2 + (1/uC - ,,Ly \ 7T 


(69) 


La función complementaria es idéntica a la del circuito serie RLC en corriente continua, que ya 
fue estudiada y cuyo amortiguamiento es supercrítico, crítico o subcrítico (oscilatorio) según los va¬ 
lores de R, L y C. 


Caso 1. (R/2L) 2 > l/LC. Las raíces son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua¬ 

miento supercrítico. Z), = a + ff y D 2 = a - f¡, siendo « - -R/2L y (i = J(R/2L)~ - ]7¿C. La 
solución completa es x 


Í 


e nt (c -f- c 2 e~ m ) + 




+ (i/u,c - ,,L ) 2 


sen 


(u>t 4- 4- are tg 


(I/íoC - «L) 

R 


(70) 


Caso 2, (R/2L) 2 — l/LC. Las raíces son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua¬ 

miento crítico, La intensidad de corriente completa es 


i = C aí (Ci -t c¿t) + 


ve. 


sen + ^ + are tg 


(71) 


rment 


\/R 2 + (1 UC- »L)* 

Caso 2, (R/2L) 2 < l/LC, Las raíces son complejas conjugadas resultando el caso de amoríigua- 

to subcrítico u oscilatorio y la intensidad de corriente completa es 


i = e (xi (c j eos flt + c 2 sen ¡3t) 


siendo /? = yW - (R/2L) 2 . 


V / 

, * í 

+ ^7=^= ^— - = sen i & 

\/R r + (1 h,C - „L) ¡ \ 


í + 


yrc lg (V-g - ^) ) 
R / 

(72) 


Las soluciones particulares de las ecuaciones (70), (7i) y (72) son idénticas, mientras que la co¬ 
rriente transitoria dada por la función complementaria es diferente en cada caso. Por ejemplo, en el 
caso 3, la parte transitoria contiene un conjunto de fundones senoidales de pulsación fi radianes por 
segundo, que es, en genera/, distinta de lo de la solución particular. En consecuencia, es imposible pre¬ 
decir la forma de la intensidad de comente durante eJ periodo transitorio, siendo muchas veces muy 
irregular. Una vez que al íactor de decrecimiento ha anulado la parte transitoria, la corriente adelanta 
o retrasa en fase respecto de la tensión aplicada, según ios valores relativos de las reactancias 1/cuC y o>L, 
un ángulo are tg (1 ojC — ujL)/7?. 
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Régimen transitorio en circuitos de dos mallas 


Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de dos mallas de la Fig. 16-19 conduce al sistema de 
ecuaciones diferenciales: 


tf.i, + L x ~ + Rái = v' 

¿Mi + = V 


(73) 


Utilizando la notación operacional y agrupando términos se 
tiene 

(D + R\!Li)ü + (Ri/U)ii = VIL , 


+, 
v-5- 


o -VAAA - 




R, 


(RJLi)i x + (D + 


Ri + R *)i 2 = vtu 


Fig, 16-19 




o bien 


D + Ri/Li R\/Li 

¿1 


~v/u 

RJL» D + - 

¿2 


v/u 


(U) 


Con objeto de obtener una ecuación de i l independiente de i 2l resolvemos el sistema por la regla 
dé Cramer, 


m 


D + R\iLi\ RifLi\ 


V(L , 

RJLi 

Ri/Li D + R 't R ' 

ii = 

v/l 2 

d + r ' + R * 

Lí2 


El determinante del primer miembro se desarrolla y ordena según las potencias decrecientes de En 
el desarrollo del determinante del segundo miembro aparece el término D{V¡L X )\ ahora bien, como 
m D = dfdt y V¡L 1 es constante, dicho término es cero. 


D 3 + 


R\Lt\ + RiL i + R\l¿% 

L\hz 


D + 


JíiJíaT - 


LiLaJ 


ix = VR2/L1L2 


(76) 


La ecuación característica es de la forma D 2 + AD + B = 0, pero como en este caso. A 2 — 4B > 0 
para todos los valores de las constantes del circuito (siempre que ni L x ni L 2 sean nulos) la función com¬ 
plementaria es de la forma dada en la ecuación (43). Como la función de entrada es constante, una solu¬ 
ción particular es ta constante que satisface a la ecuación 


(x^) ii,> = VR ^ L ^ 0 bien **» 


■V/Ri 


(77) 


Aplicando ahora los mismos métodos a i 2 resulta 


D + Ri/L¡ RJLi 


D + Ri/Lí 

VILi 

R i "i" 

RJL» D + u - 

¿a = 

RJL , 

V/L , 


Después de desarrollar los dos determinantes se tiene 


(78) 






+ 


i 

I 


R\L\ + RiLi + R1L2 

LiL 2 


D + 


RiRt 
L:L 2 J 


h 


0 


La ecuación característica es la misma que la de (76) y, en consecuencia, las funciones complementarias 
son idénticas. Sin embargo, la solución particular de i 2 es cero, ya que la ecuación es homogénea. 

El examen del circuito demuestra que esto es perfectamente razonable ya que, en régimen perma¬ 
nente. L, aparece como un cortocircuito de la rama R 2 L 2 derivando de este modo la corriente de esta 
rama. Entonces, /f, es ta única impedancia limitadora en el régimen permanente y, por tanto, la co¬ 
rriente es ¿j = I R, tal como muestra la ecuación (77). 
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16-1 A un circuito serie RL 1 con R = 50 ohmios y L = 10 henrios, se !e aplica una tensión constante 
V = 100 voltios en el instante t = 0 en que se cierra el interruptor, Determinar (a) las ecuaciones 
de L i’n y (*) ta intensidad para f = 0,5 segundos y (c) el instante en que u* - v L . 


ia) La ecuación diferencial del circuito dado es 


50í 4- 10 -jj - 100 o bien (D + 5)t = io (j) 

y la solución completa es 

í = i c + í p = ce-*' + 2 (2) 

Para r = 0, / 0 = 0, con lo que 0 = c|JJ + 2, de donde c — — 2. Por tanto, 

í =s 2(1 - (¿) 

que se ha dibujado en la Figura ló-20l<ih 

Las tensiones correspondientes en bornes de los elementos del circuito son las representadas en la 


v R = Ri =■ 100(1 - c" 51 ) y v L = Lj- t = 100«-« (¿) 

Figura 1ó-2ü(A). 




Fig, 16-20 


(i h } Haciendo i = 0,5 s en (i), se obtiene i = 2(1 - e 5l0,ít ) = 2(1 - 0,082) = 1,836 A, 

(r) Cuando sea “■ v Ll cada una deberá valer 50 voltios y, puesto que la tensión aplicada es 100, hacemos 
i> o bien igual a 50 y se halla el valor de r De (4), t L — 50 ™ 100^ _5 V De donde e~ 5i — 0,5 o bien 

St - 0,693 y r = 0,1386 s. 


16-2 En el Problema 16-1 hallar las ecuaciones de p R y p L y demostrar que Ja potencia en la bobina 
corresponde a la energía almacenada en el régimen permanente en su campo magnético. 

Con Jas intensidades y tensiones obtenidas en d problema amenor, 

p R = v R i $ 100(1 - e-sq 2(1 - e-sq = 200(1 - + e’™) 


Pí - v¡ i - lOOe 2(1 - e~* 1 ) = 200(e^ 5f - e~^} 
Vt “ Pr + Pi. = 200tl - í“ S í ) 


La energia almacenada en d régimen permanente por el campo magnético es W = \LI l — J-( 10){2 ) 2 = 20 


julios. 

La integral de p L desde v i= 0 a r = x es W - 



-jt _ e ~i o») di = 20 J. 
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16-3 En el circuito serie de ia Fig. 16-21 se pone el interruptor en la posición 1 en el instante t - G, 
aplicando con ello una fuente de 100 voltios a la rama RL. En el instante / = 500 microsegundos 
se conmuta el interruptor a la posición 2. Obtener las ecuaciones de la intensidad de corriente 
en ambos intervalos y dibujar eí periodo transitorio. 

En Ja posición í la ecuación es 

íít 

100/ + 0,2 % = 100 O bien (D + 500)/ = 500 V) 

dt 

y la intensidad de corriente vale 

i = r^- 500 + 1,0 (2J 

Para f = ü, / = 0. Llevando la condición inicial (2), 0 = c^i } + LO o bien ^ —1,0. La intensidad es 

/ = 1,0(1 - é*- 500 '} ( 3 ) 

Ai llegar a ios 500 ^s, este periodo transitorio se interrumpe, siendo la intensidad 

i = 1,0(1 - t.-soouo»' >o- s > = 1,0(1 - 0,779) = 0,221 A W 



Con el interruptor en La posición 2 la tensión aplicada es 50 V, con igual polaridad que con la fuente de 
100 V, y la ecuación es 


100i + 0,2 = 50 o bien (D + 500)< = 250 (J) 

dt 

y su solución, t = c 2 ' 1 -f* 0,5 (ó) 

en donde /' - 500 /<s. Para / = t' en la Ecuación (Ó), el valor de la intensidad es 0,221 A, como ya se encon¬ 
tró en (4), 

/ = 0,221 = c 2 ( 1) + 0,5 y c¡ = -0,279 

Entonces, para t > i ™ —0,279? íú0íf ír| -+- 0,5 (7) 

La Ecuación (2) se aplica para 0 < t < i’ y el periodo transitorio, de trazos en la Fig. 16-22, tiende al valor 
1,0 del régimen permanente. Al llegar a L cuando la corriente es de 0,221 A, el interruptor pasa a la posición 
2, y para t > L. se aplica la Ecuación {7} con un valor final de 0,5 A, 


16-4 Repetir el Problema 16-3 suponiendo que la polaridad de la fuente de 50 voltios se ha invertido. 

La primera parte del régimen transitorio, con el interruptor en la posición 1, es igual que la obtenida en el 
Problema 16-3: i = 1,0(1 - ¿’“ 500f ) con i - 0,221 A para t = 500 /rs, 

Al invenir la polaridad de la fuente de 50 V se obtiene la siguiente ecuación 


di 

100/ + 0,2— = -50 o bien (D + 500)/ ■ -250 
di 


</) 


cuya solución es 


j = ce - 500IÍ-O 


0,5 


W) 
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Ahora bien, para i = t' la intensidad vale 0,221 A. Susii- ü5 
luyendo en la Ecuación (2), 0,221 = c(l) - 0,5, o sea, 
c = 0,721. La ecuación de Ja corriente para / > t* es, o.m 
por consiguiente, 

o 

i = o , 72 Ié '” 5C>0íi - í7 - 0,5 

En la Fig. 16-23 se ha representado la intensidad en 
el régimen transitorio. El valor final es -0,5 A, ya que 
con Ja inversión de la fuente de 50 V su sentido es opuesto 
al tomado como positivo. 

16-5 A un circuito serie RC , con R = 5000 ohmios y C = 20 microfaradios, se le aplica en el instante 
f = 0 una tensión constante V — 100 voltios (el condensador no tiene carga inicial). Hallar las 
ecuaciones de /, u* y v c , 

Al cerrar el circuito, la ecuación es 

5000i + lóxlFí/** = 100 W 

Derivando y utilizando la notación operacíonal resulta, 

(Z> + IÜJí - 0 cuya solución es ; = ce~ i0t (2) 

Haciendo t » 0 en la Ecuación {I) la corriente inicial vale ¿ 0 = lüfrSOOO - 0,02 A, Sustituyendo en (2 ), 
c = 0,02. La intensidad es, entonces, 

< = Ü,Ü 2 e- |0í (3) 

y las tensiones de régimen permanente en bornes de los elementos del circuito son 



v/t - Rt = 5000(0,02 e~ 10r í - lOO*" 1 * 

** = ±fidt = = looa -•-*«) 

Los regímenes transitorios se han representado en Ja Fig. 16-24. En ei régimen permanente — 0 y 
v c - 100 V. 




16-6 El condensador de 20 microfaradios del circuito RC de la 
Fig. 16-25 tiene una carga inicial q$ - 500 microculombios 
con la polaridad indicada en el esquema. En el instante 
t — 0 se cierra el interruptor aplicándose, en consecuen¬ 
cia, la tensión constante V ~ 50 voltios. Determinar la 
intensidad de corriente en el régimen transitorio. 

Al cerrar el circuito, Ja ecuación es 

lOOOi + --- | i dt — 50 o bien 

20 x10-e J 



Fig. 16*35 

(Z? + 60)¿ = 0 (1) 


cuya solución es 


i = 


m 


Ahora bien, la fuente de 50 V da lugar a una comente con el sentido dibujado en el diagrama, originando 
una carga + en Ja placa superior del condensador. La carga inicial del condensador q$ tiene una tensión equi* 
váleme = qJC = (500’ 1G" 6 }/(2G ■ ICr 6 ) = 25 V, que también produce una corriente en el sentido mar¬ 
cado de r. Por tanto, para r = 0 Ja corriente inicial es í 0 = t v + Qq/QIR = (50 + 25J/1000 = 0,075 A. Susti¬ 
tuyendo en la Ecuación (2), c = 0,075 y, por consiguiente, / = 0,075c -501 A. 
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16-7 Repetir el Problema 16-6 refiriendo el régimen transitorio a la carga. * 

La ecuación, tomando como variable la carga, es 

1000 ^i+ --S _ = 50 o bien (D -f- 50)^ “ .05 (J) 

dt ^ 20 x lü-e 

cuya solución es g = c c 50í 4- 10 3 {£) 

Para / = 0 el condensador tiene una carga positiva de 0,5 ■ 10' 3 C en la placa inferior. La polaridad de la 
carga acumulada durante el régimen transitorio en la placa superior es positiva. En consecuencia, se hace 
q 0 = -0,5 ■ 1Ü -3 y t =■ 0 en la Ecuación (2) t con lo que c = - 1,5 O0' 3 , Entonces, q = -1,5 * 10^ 3 e _5Of + 10’ 3 
y la corriente en el régimen transitorio es i = dq/dt = 0,075e i0í A. 

En la Fig, ló-2ó(£i) se ve que el condensador tiene una carga inicial positiva de 0,5 - 10“ 3 C en la placa in¬ 
ferior y una final positiva de 1,0 * 10’ 3 C en la placa superior. La corriente en eJ régimen transitorio, i = dq/dt, 
se ha dibujado en la Figura 16-261H 




16-8 


En el circuito RC de la Fig, 16-27 se pone el interrup¬ 
tor, en el instante t = 0, en la posición 1 y después de 
una constante de tiempo (1 i) se pasa a la posición 2. 
Determinar el régimen transitorio completo de co¬ 
rriente. 

En la posición í I 9 solución de la ecuación diferencia! 
obtenida al aplicar la segunda ley de Kirchhoff al circuito es 

i - Cj r f ^ = Cl e-*w* (1) 



Fiff. 16-27 


Para / = 0, / 0 = V;R * 20/500 = 0,04 A, Sustituyendo en (1), r l =■ 0,04 y la comente en el intervalo 
0 < f < l r es 

i = 0,04e' 4ü00( < 2 > 


Este régimen transitorio continúa hasta que t — 1 t — RC - 
sidad de corriente tiene un valor ; = Q,04c~ J - 0,0147 i 

Al pasar el interruptor a ia posición 2, el conden¬ 
sador tiene una carga en las placas que origina una ten¬ 
sión Ve = 20(1 - c" 1 } = 12.65 V. Esta tensión, junto 
con la fuente de 40 voltios, hace circular Ja corriente en 
sentido opuesto a la originada por la fuente de 20 V. 
Haciendo t' = 1 t, la ecuación de la intensidad en el 
segundo periodo de transición es 

. = f . 2¿J -40CKHr-.| {.?) 

Para r* t\ i = -140 + 12,651/500 = -0,1053 A. 
Susmuyendo en (J). c, = -0.1053. con lo que la inten¬ 
sidad es 

, = -0,l053e- AUUÜ<J " n ( 4 ) 

El régimen transitorio completo es d representado 
en la Fig. 16-28. Para 1 t la cómeme tiene un valor de 
pico de —0.1053 A. 


500(0.5' 10 ‘ 6 ) = 250^s, En este instante Ja mien- 



Fig. 16-28 
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16-9 Determinar el régimen transitorio de carga en el Problema 16-8 y derivar para obtener el de la 
intensidad de corriente. 


En la posición 1 la ecuación referida a la carga es 

500 W "‘'oTxV'' 5 = 20 ob ‘ en < 2) + 4000 ^ = °’ 04 (í) 

cuya solución es Q — 40001 + 10 X 10 “* ($) 

Para / = Q t q$ = 0, Con las condiciones iniciales en (2) t se obtiene Ci - -10* Í0" 6 y, por tanto, 

q - 10 X 10“ 6 (1 - e-™ Qüt ) (i) 

Esta ecuación es válida en el intervalo 0 < t < t\ siendo /' = 1 t, Para 1 x, la carga en el condensador es 
q = 10- lü“ 6 {l - c' 1 ) = 6,32 * 10“* C. 

Con el interruptor en 2 la ecuación diferencial es 

50Q^Í4- -1 ~ —40 o bien (D + 4000)« - -0,08 U) 

at 0 5 X 10" ® 


y su solución Q — c 2 e 40000 f) — 20 X 10 -fl (í) 

Se determina c 2 por sustitución dei valor de q para 1 x y haciendo f = 1 x en Ja Ecuación (5), En estas condi¬ 
ciones, 6 S 32 ■ 10"* = c¿(l} - 20 - 10~ 6 , de donde c 2 « 26,32 ■ 10" 6 . Por tanto, 

q - 2G t 32 X 10”* e -40ootf-t■) ^ 20 X 10"® (tf) 


La Fig. 16-29 representa el régimen transitorio 
completo. La intensidad se halla derivando las 
Ecuaciones (3) y (ó). Por consiguiente, en el in¬ 
tervalo 0 < f < t', la intensidad vale 

i = ^ (10 X 10“» (1 - e-«o®')} = 0,04 ¿“toaoi 
y para t > t\ 

i = 4-126,32 X 10"* t-toaott-n - 20 X 10"*} 
dt * 

= —0,lÜ53^ 4000íí " t,J 

Estos resultados son idénticos a los obtenidos en 
las Ecuaciones (2) y (4) del Problema 16-S. 



16-10 A un circuito serie RLC con R = 3000 ohmios, L - 10 hennos y C = 200 microfaradios, se 
le aplica una tensión constante V -= 50 voltios en el instante / = 0. Hallar el régimen transitorio 
de corriente y el valor máximo de la intensidad si el condensador no tiene carga inicial. 

La ecuación, una vez cerrado el circuito, es 

3000Í + 10 — 4 - —— -— f i dt — 50 o bien (D z + 300Í) + 500}i = 0 (J) 

T W dt -r 20{) x 10 -6 J 

Las raíces de la ecuación característica son D L - — 298,3 y D* = —1,67, con lo que 

Para calcular y c 2 se utilizan dos condiciones iniciales. Ai contener una bobina el circuito serie, la función 
de intensidad tiene que ser continua. Por tanto, si i I I 0 para ¡ = 0— , también vale 0 para t — G+. Entonces, 
de la Ecuación {í) t 1Ü di/dt - 50 y diídi = 5. Si se escribe ahora (2) para / “ 0 resulta, 0 - c^t) + c 2 (l), 
de donde c v + c 2 = 0, Haciendo 0 en la primera derivada de {2) y sustituyendo el valor di/dt = 5 se ob¬ 
tiene 5 = _ i 4 67c¿ - 298,3 c 2 - Resolviendo el sistema de ecuaciones que relacionan las constantes se obtie¬ 
nen los valores tq — 0,0168 y c 2 -- —0,03 68 . Por tanto, 

-IQfi.lt (J) 


i = 0 t 01ó8e*“ 1 É,T| - 0,0168c 











258 


REGIMEN TRANSITORíO EN CIRCUITOS 


[CAP. 16 


Para hallar el máximo de la corriente se hace dijdt igual a cero y se despeja /. 

dijdl = (0,0168){— 1,67)?- - (0,0168 K -298J)<?"= 0 o bien t = 0,0175 s 

Llevando este valor de i a la Ecuación (3) se obtiene 0,0161 A. 


16-11 Un circuito serie RLC ? con R = 50 ohmios, L = 0,1 henrios y C ~ 50 micro faradios, tiene 
aplicada una tensión constante V = 100 voltios en el instante t = 0, Hallar el régimen transi¬ 
torio de corriente, supuesta cero la carga inicial del condensador. 

AI cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

5°) + 0.l^|+ s ( i dt = 100 o bien <£»*-r 500D + 2 x 10 5 )í = 0 (1) 

Las raíces de la ecuación característica son D í ~ -250 -r >371 y D 2 - -250 - ;'3?1; en consecuencia, la 
intensidad de corriente es 

i — (Cj coe 371¿ ■+• c a sen371t) { 2 ) 

Para / — 0 la corriente es cero. Entonces, de (2j se reduce, / 0 = ü = (1 )tCj eos 0 + c 2 sen 0} y Cj = 0, 
La Ecuación (2) se transforma en 

i - € -2 #h Ct sen371t 

Derivando (J), di/d( _ C2 { e -2so t (371) cos 37K + e -Mt (- 250 ) sen 371 t) (i) 

De (/}, para / = 0, 0 ¡Udi/dt) = 100. de donde, di dt = 1000. Sustituyendo en (4), para / - 0, di/dt = 1000 = 
c 2 37J cos 0 y c 2 = 2,7, Por tamo, la intensidad buscada es / = e~ 2 ^*{2J sen 37]/), 

16-12 Un circuito serie RL , con R = 50 ohmios y L - 0,2 henrios, tiene una fuente de tensión se¬ 
noidal v = 150 sen (500/ + 0) voltios que se aplica en el instante en que 0 = 0, Hallar la co¬ 
rriente completa, 

Al cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

50/ + 0,2 ~ # 160 sen 5GÜt o bien {D + 250)¿ = 760 sen 600¿ (j) 

La función complementaria es i ( = rf" 2ÍOí , 

Para hallar Ja solución particular utilizamos el método de los coeficientes indeterminados y suponemos 
una intensidad de corriente particular 

i p = A cos 600! T B scn500í (2) 

Entonces, ' = —5QQA sen 500¿ + 500B cosSOOt (J) 

Sustituyendo estas expresiones de / e f en (7) se obtiene, 

(-500A sen 500t + 5ÜÜ# cos 5Q0í) + 25Ü(A eos 500£ + B senEOOí) = 750 sen500¿ 

Igualando los coeficientes de sen 500/ y cos 500/, resultan 

—50ÚA + 250tf ~ 750 v 5Ü0£ + 250A = 0 U) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se deduce A « -1,2 y B = 0,6. Entonces, 

i p = - 1,2 cos 500/ + Ü,6 sen 500/ - 1,34 sen (500/ - Ó3,4 ü j (5) 

La intensidad de corriente completa es 

i = c£-" 250r + 1,34 sen (500/ - 63,4°) {6) 

Para / = 0, / = 0 = a\) -r 1,34 sen (-63,4') y c = 1,2. Por tanto, 

/ = l>“ 25yí + 1,34 sen (500/ - 63,4") 


( 7 ) 
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16-13 


16-14 


En la Fig. 16-30 se representan 4, i p y su suma L Después de sobrepasado ei régimen transitorio (apro¬ 
ximadamente para / = 5 t). la intensidad de corriente es senoidal y retrasa respecto de la tensión aplicada 
en un ángulo 0 = are tg coL/R - 63,4°, 



En relación con el arcuito del Problema 16-12, ¿a qué ángulo <¡> deberá cerrarse el circuito para 
que la intensidad de corriente adquiera directamente el régimen permanente sin transitorio? 

Si $ =*= Ü, de la Ecuación [fij dd Probléma 16-12. 

i = c'r' 150r + 1,34 sen (500/ ^ $ - 63,4 ) 

Para / = ü, 0 = c{ \) + i,34 sen \ó - 63.4 i Ahora bien, el transitorio es cero si la constante c es cero' esto 
ocurre si 0 = {63,4 : - tí USO' k siendo n =¡ 0. I. 2 . . r , 

Un circuito serie RC, con R ^ 100 ohmios y C = 25 microfaradios, tiene una fuente de tensión 
senoidal v = 250 sen (500/ + 4> \ voltios que se aplica en el instante en que 0 = G‘\ Hallar la 
intensidad de corriente suponiendo que no hay carga inicial en el condensador. 

A] cerrar el circuito, la ecuación diferencial es 

100t + ■■■ - V í i dt = 250 sen 500í o bien [D -t- 400)i = 1250 eos 500t (1) 

25 xlü _e J 

La función complementaría es ; L = ¿v 

Para determinar la corriente particular se hace que el segundo miembro de la ecuación del operador sea 
la parte real de 1250 d 500 ' y se admite, por tamo, ia intensidad de corriente particular 



i p = K 

(*) 

Entonces. 

ip = ;5 OOKfJMOí 

w 

Llevando estos valores a ( 

n 



jbOOKe^ 1 + 400 ( K d 500í ) = 1250 

(4) 


de donde K = 1,955/ - 51,3 Este valor de K se sustituye en la Ecuación t2l, pero como la tensión de entra¬ 
da es la parte real de 1250^’^^, la intensidad es la parte real de (21 e t p = 1,955 eos (500/ — 51,3 15 ). La co¬ 
mente completa es 

i ^ vtf J ^' - 1,955 eos I500r - 5U J ) (5) 

Para / = 0, la Ecuación (/)es 100; =■ 250 sen 0 o bien. ; = 0. Mediante la Ecuación (5), con / = 0 se obtiene 
c “ — 1,22 y, por tanto. 


/ = - 1,22e+ 1,955 eos (500: - 5L3"} = - ■+■ 1,955 sen (500/ + 38,7°) 
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16-15 En el circuito serie RC de la Fig. 16-31 se aplica la fuente 
de tensión senoidal v = 250 sen (500r + <p) voltios al cerrar 
eí circuito en el instante en que (p = 45 \ Hay una carga 
inicial q 0 = 5000- 10“ 6 culombios en el condensador, con 
la polaridad señalada en el diagrama. Hallar la corriente 
completa. 

El circuito y la tensión senoidal son los mismos que en el Pro¬ 
blema 16-14, excepto que <p — 45*. Por tanto, la forma operaciorutf 
de ia ecuación diferencial es 

{D + 400)/ = 1250 eos í500r 4 45°) 

La función complementaria es también la misma que en el problema anterior, y la intensidad de corriente 
particular está defasada 45°, esto es, i p = 1,955 sen (500/ - S3,7"). La corriente completa es, pues, 

/ = ce -w + JQ55 sen (500/ 4 83.7-J (2) 

Para i — 0 hay dos tensiones que tienden a hacer circular una corriente. El condensador cargado posee una 
tensión equivalente V = q Q /C = (5000 x 10" 6 ) (25 x 10“ & ) = 200 V y la fuente tiene una tensión instan¬ 
tánea u = 250 sen 45"’ = 176,7 V. El examen del circuito muestra que ambas tensiones tienen la misma po¬ 
laridad y, por tanto, la corriente inicial es t Q = (200 + 176,7) 100 = 3.77 A. Utilizando ahora la Ecuación (2) 
con i = 3,77 para / = 0 se obtiene c = 1,83, con lo que la intensidad de corriente buscada es 

I = LSÍe - *™ 1 4- 1,955 sen (500/ + 83,7 ) 



Fig - . 16-31 


V) 


16-16 El circuito serie RLC de la Fig, 16-32 tiene una fuente 
de tensión senoidal r = 100 sen (1000/ 4- <p) voltios. Si 
se cierra el interruptor cuando $ = 90 , hallar la inten¬ 
sidad de corriente supuesta cero ia carga inicial del con¬ 
densador. 

La ecuación del circuito, una vez cerrado d interruptor, es 



50/ + 0.1 4 + 
dt 


1 


60 x 10 


=./< 


dt 


100 sen (IQOOt + 90*) 


o bien [D 2 + 500D + 2 x 10*)i = 10* eos (lOÜOí 4 90°) (1) 

Las raíces de la ecuación característica son D t = -250 a /37I y D 2 = - 250 - /371 

La corriente complementaria es i t = ,e~ 250t (Cj eos 371/ + c, sen 371/) y la particular, hallada por eí 
método empleado en d Problema 16 14, es ; p = LOÓ sen (1000/ 4 32 ), La corriente completa es, por tanto, 

i - c - 250T( Cj cos 37ií H- sen 3710 4- U06 sen (1QGÜÉ + 32°) (2) 

De (/), para / = 0, i 0 = 0 y diidt = 1000. Sustituyendo en (2), r, - -0,562. Derivando (2) se obtiene 

= tí -250í (-371c, sen371í 4 371c-> eos 371/) 

+ ( Cl cos371t 4 e>¿ sen 37in<-250 t'-* 50 ') 4 1,06(1000) eos (1000Í 4 .32°) ($) 

Sustituyendo / = 0, c t = -0.562 y diidt = 1000 en (j ) resulta c% ~ -0J04, La Ecuación (2) se convierte en 
i - e' 250 ' ( -0.562 eos 371/ - 0,104 sen 37!/] 4 1,06 sen ílOOO/ + 32’) 


16-17 Un circuito serie RLC\ cotí R 100 ohmios, L = 0,1 hennos y C - 50 microfaradios, tiene 
una fuente de tensión senoidal v - 100 sen (1000/ 4 (p) voltios. Si se cierra el interruptor cuan¬ 
do 4> = 90l hallar la corriente supuesta nula la carga inicial del condensador. 

La ecuación diferencial que corresponde ut cierre del circuito es 

IÜOi -r ü.l + -i— « f 1 dt ~ 100 scndOOOt + 30°) 

ai a0 x 10 “J 


U) 


o bien 


{D 1 4 1000D 4 2 x UK’)É 


1Q C co3(1000/ + 90 c ) 
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Las raíces de la ecuación característica son D x — — 276,5 y D 2 = -723,5. 

La función complementaria es > r = r^ ' 276 - 5 ' + c 2 e~ 12X! “ y ¡a solución particular, obtenida por el mé¬ 
todo del Problema 16-14, í„ = 0,731 sen (1000/ + 51,4°), La corriente completa es, por tanto, 

i = f, ^o- 4 ' + c 2 e' 12X51 + 0,781 sen (lOOOf + 51.4°) (2) 

Para determinar las constantes l\ y c 2 se calculan i y diidí para í = 0 en f/), Sustituyendo ios valores que 
resultan, esto es, i 0 = 0 y diidí - 1 ÜÜ 0 en {2) se obtiene 

i 0 = 0 = c,{I) + c 2 {l) 4- 0,781 sen 51,4 o bien + c 2 = -0,610 ( 3 ) 

Derivando (2) y sustituyendo / = 0 y diidí w 1000, 

dijdt = 1000 - -276,5c, - 723,5c 2 4- 78 i eos 51,4° o bien 276,5^, + 723, Sc 2 m -513 {4) 

Resolviendo el sistema formado por (2) y (4), ¿u = 0,161 y c 2 = -0,771. Por tanto, 

I = 0,161c' 21b 51 - 0J7le~ 12 ^ 5t 4- 0,781 sen (1000/ + 51,4 J ) 


16-18 En un circuito de dos mallas, Fig. 16-33, se cie¬ 
rra el interruptor en el instante t = 0. Determinar 
las corrientes transitorias en las mallas, i l e / 2 , y 
ía tensión transitoria en el condensador v c > 

Aplicando las leyes de Kirdihoff a las dos mallas se tiene 
2Q¿i — 10í¡j - 50 o bien 2Dt\ - Di 2 (i) 

i 2 dt = 0 o bien -Di i I (D i 5 X 10“% - 0 ( 2 ) 

De la Ecuación (7), DijDi,. Sustituyendo en {2l 

-(J DU) + {D i- 5 x iü*)ij¡ = ü o bien (D + 10% = 0 (J) 

La solución de la Ecuación {3) contiene solamente una función complementaria, ya que la ecuación es 
homogénea. Por tanto, 

U - crí í()ít (4) 

Poniendo í - 0 en Ja Ecuación (3). -■ 107, + IÜ/ 2 = 0 o bien i { = i 2 . En consecuencia, la Ecuación (7) para 
t se convierte en 20/ j - 10q - 50, de donde ó - i 2 — 5 A. Sustituyendo este valor de i 2 en {4) se ob¬ 
tiene c = 5, Por tamo, 

i 2 = 6 e ~ lc|it ( 5 ) 

La corriente transitoria /\ se obtiene ahora sustituyendo (5) en la Ecuación (/). Entonces, 

2011 — 10(5 e" iü ' f ) = 50 c i, - 2.5 + 2,5 c“ lí)St 

La tensión transitoria en e! condensador, v c , se obtiene integrando, respecto del tiempo, la intensidad de 
la corriente en la malla i z : 



Fig. 16-33 


v c 



1 

2 X 10' ¿ 





) 


16-19 En el circuito de dos mallas de la Fig. 16-34 se cie¬ 
rra el interruptor en el instante / = 0 y la fuente 
de tensión es v -- sen IGOÜí voltios. Hallar 
las corrientes de malla e i 2 ívéase el esquema). 

Las leyes de Kirchhoíf, aplicadas a ias mallas, pro¬ 
porcionan el sistema de ecuaciones 

lüf, -+- 10/ 1 T 03)1 -} = 150 sen 1000/ 

1 1 dt 


10 íl 



o bien {D + 1500)/, 4 10Ü0Ó - 15.000 sen lOOÜf (/} 


Fig, 16*34 
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15íj + 10,, = 150 sen ¡OOOí {2) 

De ¡a Ecuación (2), i 2 = 10 sen lOOOr - §/, , tf) 

Sustituyendo en la Ecuación (/) se obtiene la ecuación diferencial 

(Z> + 833)/, = 5000 sen 1000/ (4) 

La solución completa, según el método del Problema 16-14, es 

/, = 4 3,84 sen (1000/ - 50,2 ) (J) 

Llevando ahora esta expresión de /, a la Ecuación (i) se deduce 

¡ 1 = _$ f f' 833 ' - 2,56 sen (1000/ - 50,2) + 10 sen 1000/ 

= -|ce _8í3 ’ + 8.58 sen (1000/ + 13.25 ) (ó) 


La intensidad de la corriente de malla i, circula por una bobina y tiene que anularse para / = 0. Sustitu¬ 
yendo en la Ecuación (5), 0 = c(l) + 3,84 sen (-50,2=). de donde c = 2,95. El sistema de ecuaciones en las 
corrientes de malla es, por tanto, 

/, _ 2,95c' 833[ + 3,84 sen (1000/ - 50.2=) e i 2 = - l.?^' 5331 + 8.58 sen (1000/ + 13.25 3 ) 


Problemas propuestos 


16-20 En el circuito serie RL de la Fig, 16-35 se cierra el interruptor 

en el instante / = 0 + Después de 4 miiisegundos se abre el inte¬ 
rruptor S 2 . Hallar la intensidad de comente en los intervalos 
0 < í < t 1 y /' < i, siendo /' = 4 miiisegundos, 

SoL i = 2(1 - e" 500 '): i = l,06f- ,5OOl| - r '' - 0,66?. 


16-21 Se aplica, cerrando un interruptor una tensión constante a un 
circuito serie RL. La tensión entre Jos extremos de L es 25 
voltios para / = 0 y cae a 5 voltios para r = 0,025 segundos. 
Si L = 2 henrios, ¿cuál debe ser el valor de R ! 

Soí< 128,8 fi. 



16-22 En el circuito de la Fig. 16-36 se cierra el interruptor S j en el instante f = 0 y se abre para t ^ 0,2 segun¬ 
dos Determinar las expresiones de la corriente transitoria en los dos intervalos, 

SoL i - 1GU - l0, )i / = ó,97?- bü(r -' J + 1.67. 

16-23 En el circuito de la Fig, 16-37 se cierra el circuito en la posición l en el instante í = 0 y se pasa a la 
posición 2 después de transcurrido I milisegundo. Hallar el tiempo para el cual la corriente es cero e invierte 
su sentido. So¡. 1.261 ms. 



Fig. 16-36 


Fig. 16-37 
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16-24 En el circuito de la Fig. 16-38 se ha cerrado d interruptor en la posición 1 el tiempo suficiente para que se 
establezca el régimen permanente de corriente. Si se pasa el interruptor a la posición 2 existe una corriente tran- 
sitoria en las dos resistencias de 50 ohmios durante un corto tiempo. Determinar Ja energía disipada en las re¬ 
sistencias durante este régimen transitorio. Sol. S j. 

16*25 El circuito RC de la Fig. 16-39 tiene en d condensador una carga inicial q 0 = 800 x 10“ 6 culombios con la 
polaridad señalada en el esquema. Hallar los regímenes transitorios de corriente y carga que se originan al 
cerrar el circuito. Sol. i= — lí)e~ 2 * tQJ ‘ A; q - 400(1 + e~ 2,5 * I0H,f ) * I0 -& C 



Fig, 16-38 Fig. ¡6-33 Fig. 16-40 


16-26 Un condensador de 2 microfapadios y una carga inicial tf 100 1 IG" 6 culombios se conecta entre los ter¬ 
minales de una resistencia de 100 ohmios en el instante i = 0 Calcular el tiempo en el que la tensión de régi¬ 
men transitorio en la resistencia cae de'40 a 10 voltios. So!. 217 A us, 

16-27 En el circuito de la Fig. 16-40 se pone d interruptor en la posición 1 en el instante / = 0 y se conmuta a la po¬ 
sición 2 después de una constante de tiempo 1 t. Hallar las expresiones en el régimen transitorio, de la comen¬ 
te en ambos intervalos Ü < t < V y i 1 < So!, i = 0¿t>~ 200t ; i = -0.516t*" í<KH '" n A. 


16-28 En relación con el Problema 16-27 resolver 3a ecuación diferencial referida a la carga. Deducir de las funcio¬ 
nes carga en régimen transitorio las intensidades correspondientes y comparar los resultados. 

16-29 En el circuito de la Fig. 16-41 se pone el interruptor en la posición i el tiempo suficiente para que se establez¬ 
ca el régimen permanente y se conmuta después a 2. Se establece una corriente de régimen transitorio, disipán¬ 
dose durante éste una energía determinada en las dos resistencias. Obtener esta energía y compararla con la 
almacenada en el condensador antes de conmutar el interruptor. So/. 0,20 J. 


16-30 En el circuito de la Fig, 16-42 el condensador C, tiene la carga inicial q 0 m 300 ■ \0~ b culombios. Si se cierra 
el interruptor en el instante t ^ 0, hallar Ja corriente y Ja carga en el régimen transitorio y la tensión final dd 
condensador C t > So !, / = 2,5c“ 2 - 5 * Lt)1f A; <? - 200(1 ■$» G,5e"* ltHí ) ♦ I0" 6 C; 33,3 V. 


16-31 Hallar, en d problema anterior, las tensiones de régimen transitorio r Cr v Ci y r*. Demostrar que su suma es 
nula. So!. r tl = 33,3 4- 1 ó,7e" 2 --* l0 \ <><■- - **33,3(1 - *- 5 ' I4 " >; = -S0e~ 2 '** l0 * ¡ . 



Fig-, 16-41 Fia:, 16-42 Fjg. IG .43 

16-32 En el circuito sene RC de la Fig. 16-43 d conden sado! tiene una carga inicial q Q > d interruptor se cierra en 
el instante I - 0. Determina: r/ & sabiendo que la potencia de régimen transí torio en la resistencia es p R — 
360c ,05f vatios. Sol 120-10"* C 


16-33 Un circuito serie /w.O, con R = 200 ohmios, L - *11 hennos y C = 100 micro farad ¡os. se le aplica en el ins¬ 
tante 1 = 0 una tensión constante de 200 voltios. Derermmar U intensidad de corriente suponiendo que el con¬ 
densador no nene carga inicial. So!. / -- 1 ,055c" 51 ' - LOfoc - A. 

16-34 Un circuito serie RLC\ con R - 200 ohmios > L - 0J h en ríos, adquiere un amortiguamiento critico para 
un valor determinado de la capacitancia Determinar la capacidad C del condensador, Sol. 10 pF. 

16-35 Hallar la pulsación natural de un circuito serie RLC en e; que R = 200 ohmios, L — ÜJ henrios y C = 5 mi- 
crofarudios. Sol. 1000 rad s. 

























264 

16-36 

16-37 
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A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios. L == 0,1 henrfos y C = 500 microfaradin* cr, u . i 

sr;: isr-atr sr“" ■ 10 d — •*«—«««- .«ses “• 

i* ‘™ Ó " sen0id f n a P' Ícada “ un drcui, ° ser,e RL « < = 100 eos II0(), + 0) voltios. Los valores de R v L 
rrientef OJhTcoT(^J 00/>. ol> * ener e * ,rans ' ,or '<> resultante para 

El circuito serie RL de ¡a Fig. .6-44 está funcionando en rég.mcn senoidal permanente con el interruptor en la 
posteon L Se conmuta el interruptor a la posición 2 cuando la fuente de tensión es «- = 100 eos ílX + 45*1 
voltios. Obtener la comente en regimen transitono y representar el último semiciclo del régimen p^nanente 
jumo con el régimen transitono, para que se observe el paso del uno al otro Sol & T- 0 282^"^ 



©2 



Fig.16-44 


16-39 


Fig. 16-45 



16-40 


16-41 


ip — 


16-42 


16-43 


16-44 


16-15 


16-46 

16-47 


.apandad indicada en el esquema.' En e, instante en que 0 = 30'se aplicad 
(1ÜOU/ + <p) voltios. Obtener la comente en el régimen transitorio 
Sol. i = O.I535c'*“ l0i ’ + 0.0484 sen (1000/ + 106 I. 

En el problema anterior, ¿que carga inicial debería tener el condensador para que al cerrar el interruptor la 
comente pasara directamente al régimen permanente sin transición? 

Sol. 13,37 x 10"* C. + en la placa superior. 

Demostrar que un circuito sene RLC con una fuente de tensión r - l m ., sen ,«,/ + ó) volt.os tiene una solu- 
cion particular de la ecuación diferencial dada por 

, - sen fu -f <p + are ig ~ u ^) \ 

VR 2 + (1/«C - u,L)2 \ R ) 

A un circuito serie RLC , con R = 5 ohmios. L = 0.1 henrios y C = 500 microfaradios. se le aplica en el ins- 
tame en que 0 = 0° la tensión senoidal r = 100 sen (250/ + 01 voltios. Hallar la comente resultante 
Sol. i = e 231 (5,42 eos 139/ - 1,89 sen 139/) + 5.65 sen (250/ - 73.6"| 

En un circuito serie RLC. con R = 200 ohmios, L - 0.5 henrios y C = 100 microfaradios. hay una fuente 
de tensión o - 300 sen (500/ + 0) voltios. Si se cierra el interruptor en el instante que 0 = 30 determinar la 
comente resultante. Sol. i- 0.517c" 3 * 1 - - 0,197c" 5 “.*' + 0.983 sen (500/ -19 ). ‘ 

Un circuito serie RLC. con R = 50 ohmios, ¿ - 0,1 henrios y C = 50 microfaradios, tiene la fuente de ten- 
ston senoidal v - 100 sen (500/ + 0) voltios. Si se cierra e¡ circuito en el instante en que ó = 45 determinar 
la corriente resultante. 

Sol. ¡ = f~ 230 ' (-1,09 eos 371/ - 1,025 sen 371/) + t,% sen {500/ + 33, V). 

En un circuito de dos mallas, Fig. 16-46, la fuente de tensión en la malla 1 viene dada por v - !00 sen 

(200/ + 0) voltios. Determinar el régimen transitorio de las corrientes i, e i } si el circuito se cierra en el ins- 
tante en que <f> — 0°. 

Sol. i, = 3,01c-+ 8,96 sen (200/ - 63,4'); /, - 1.505,--"”" + 4,48 sen (200/ - 63,4') 

En el circuito de dos mallas de la Kig. 16-47 haliar las corrientes», e /, al cerrar el interruptor en el instante / = 0 
Sol i, = O.lOIe" 100 ' + 9.899e"’ ,,3 ®‘; f, - -5,05c"' 00 ’ 4 5 4 o,5c" M5 ®'. 

En el circuito de dos mallas de la Fig. ¡6-48 se cierra e! interruptor en e! instante t = 0. Determinar las corrien¬ 
tes i, e ij. Sol. /, .t i,67c"*'* 71 j 5; i 2 = -0,555c"*-* 7 ’ 4 5. 



S o.i if 



: ion 


Fig. 16-47 


Fig, 16-48 

































Capítulo 17 

Análisis del régimen transitorio por el método 
de la transformada de Laplace 


INTRODUCCION 

En d Capítulo 16 hemos estudiado la corriente en el régimen transitorio en circuitos que contie¬ 
nen elementos capaces de almacenar energía. Aplicando las leyes de Kirchhofif a dichos circuitos re¬ 
sultan una o más ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo, según Ja configuración del circuito. 
Estas ecuaciones las hemos resuelto por los métodos clásicos, Sin embargo, en muchas situaciones, no 
conviene emplear esos métodos, razón por la cual vamos a ver otro método, que se llama de la transfor¬ 
mada de Laplace, que proporciona la solución directa de una ecuación diferencial en determinadas 
circunstancias. Además, en el caso de algunas funciones de forma irregular, no se pueden manejar con 
facilidad por los métodos clásicos y el método de Laplace, en cambio, proporciona una solución muy 
elegante. 

Este capítulo solo muestra las aplicaciones básicas del método de la transformada de Laplace, 
Se prescinde de las demostraciones matemáticas rigurosas y de aquellas aplicaciones más complejas, 
remitiendo al lector a los textos consagrados a capítulo tan importante de la matemática aplicada. 


LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sea f(t) una función de / definida para todo / > 0; la transformada de Laplace, que se expresa con 
el símbolo £[/{/}], se define por 

•C [/(*)] = F(s) = Cnt)e-«dt ( 1) 

en donde el parámetro s puede ser un número real o complejo. En las aplicaciones a la teoría de circui¬ 
tos, s “ a + jca. La operación £[/(/)] transforma una función f(t) en el dominio del tiempo en una 
función F(s) en el dominio de ia pulsación compleja o dominio de la variable s. Ambas funciones,/(/) y 
F{s), forman un par de transformadas. Existen tablas en donde se encuentran estos pares de funciones. 
Las transformadas de la Tabla 17-1 son suficientes para los fines que se persiguen en este capítulo. 

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Laplace son que la función 
/(r> sea {a} continua a intervalos y {b) de orden exponencial. Una función f(t) es de orden exponencial 
si [/’(/)! < Ad* 1 para todo / > t 0f siendo Ay t 0 constantes positivas. Si se cumplen estas condiciones, 
la integral de la transformación directa es convergente para todo o > a, y existe F(s), En el análisis de 
circuitos, todas las funciones cumplen las condiciones (a) y 


Ejemplo L 

La función representada en ]u Fig. 17-1 se llama fundón es¬ 
calón y se define por / (/) = A, { > 0. Hallar su transformada de 
Laplace. 

Aplicando la ecuación \¡) a la función /(/) = A tendremos 


w = J 


di = 


"■100 

'“i = 


A 

s 


Fig.17-1 

Ejemplo 2. 

Hallar la transformada de Laplace de ta función f{t) = e "siendo a una consiante. 

= JT e - <<,+ ‘ ,tdt - [-(^ 5 y"‘‘ +í, í - tt 


t 


265 









266 


ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 17 


Ejemplo 3. Hallar la transformada de Laplace de la función /(/) - sen uil. 

s [sen «ti = r" sen «(«"«di = f-s{sen<ut)«7« - «~«« co»_«tT _ _■_ 

■^0 ¡_ S 2 + ÜJ 2 jo s 2 + w a 

Ejemplo 4. Hallar la transformada de Laplace de Ja función derivada, dfját. 

[df/dt] = (df/dt)e~‘t dt 

Integrando por partes, j u dv = uv — J" v du siendo u = e~“, dv — df, i: — /, 

<[dfldt\ = ñ-™~ a )dt ~ -/(0+) + sj" fe~‘*dt = -/(0+) + sF(s) 

en donde /(G4-) es el valor de la función cuando se aproxima a cero por la derecha, es decir, el valor de la 
función para / = (0+), 

Ejemplo 5. Hallar la transformada de Laplace de la función integral, J* f(t) dt. 

<[/««*] = e~«dt 

Integrando por partes, haciendo u = J' /(() dt y dv = c " dt, 

<[S M d <] - [/«o* ~ S" 


■ \S 


m dt 


s 


0 + 


+ ¡ F < s > 


en donde Mdt 


0 4 - 


es el valor de la integral en G +, que se puede escribir también/ 1 (0 + ), Así, pues, la trans¬ 


formada de Laplace de una integral es 

*[f /(0 dt 


= ;F{s) + l /-‘(0+) 

5 9 


Los pares de transformadas obtenidos figuran en la Tabla 17-L 

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

En el circuito serie RC representado en Ja Fig. 17-2 el condensador tiene una carga inicial q 0 con 
la polaridad indicada en el esquema. Al cerrar el interruptor, debido al generador de tensión constan¬ 
te K, y a dicha carga inicial, circula una corriente de intensidad variable de manera que la ecuación 
diferencial del circuito es 

fíí + ijitif = V (í) 

Llamando /($) a la intensidad de corriente en el dominio de la va¬ 
riable s y aplicando ía transformada de Laplace a cada término de 
la ecuación (2) resulta 


<[flí] + -c[éX idí ] = ^ [y i 
RIM i /(«), r‘(o+) _ y 

ff/(s) + + Cs - s 


(3) 

w 



Fig.17-2 


Ahora bien, / -, (0+) — ^ i 


dt 


o + 


= <?{0-h). La carga inicial q 0 es positiva en la armadura 


superior del condensador, la misma que Ía del borne superior del generador V. Por tanto, el signo es 
positivo. Introduciendo q 0 en la ecuación (4\ 

*«■> + + £ = \ 

Agrupando términos y sacando factor común /(s). 


(*) 
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Tabla 17-1 

TRANSFORMADAS DE LAPLACE 



m 

F(s) 

1. 

A t 2= 0 

A 

s 

2* 

At í — 0 

A 

s 2 

3. 

c -at 

1 

s 4- a 

4 . 

te.-' at 

1 

(S+ B)* 

5, 

sen 

u 

S 2 + u 2 

6* 

CQS tJÍ 

s 

S 2 "b u 2 

7, 

sen (ut + e) 

s sen + tí eos $ 

S 2 + so 2 

8. 

CCS (uí + $} 

s eos & — a sen $ 

S 2 + u 2 

9. 

e ■ Qt sen uí 

ÚJ 

(s ■+■ a) 2 + w 2 

10. 

1 

e -af eos uí 

(s + a) 

(s -i- a) 2 + w 2 

11. 

senh 

u 

S 2 - u 2 

12. 

cosh wt 

5 

s* - «a 

13. 

df/dt 

sF(s} - /(C+) 

14. 

j mdt 

F(s) ( /' l (0+) 
s s 

15. 

fu - h) 

e”*. 5 F(s) . 

16. 

/, (í) + /j(t) 

F,(s) + F 2 (s) 
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con lo que 


/( S ) = 



J(V- ?a /C) 


i 

(R + 1/s C) 


V _ (¡ 0 
s Cs 

_ V - q,>/C 1 

R (s+T/RC) 


(«) 

(?) 


La ecuación (7), en el dominio de la variable s, tiene su correspondiente i en el dominio del tiem¬ 
po i. La operación por la cual F(s) se transforma en /{r) se llama transformada inversa de Laplace, y 
se representa por el símbolo £~ 1 [F(s)] = /(/). En la Tabla 17-1 se observa que la función F(sJ del par 
de transformadas 3 equivale al término l,/{s + 1 /RC) de la ecuación (7). Así, pues, de la definición de 
la transformada inversa de Laplace y de la tabla se deduce 


■c-' [/(»)] 


V - q n !C 
R 




-1 


_ _1 _ 

Ls + 1 /RC 


V Qa/C 
R 6 




La ecuación (5), en e] dominio del tiempo, es la corriente transitoria que comienza a circular en 
cuanto se cierra el interruptor en un circuito serie RC cuyo condensador contiene una carga inicial q 0 . 
En la ecuación (5), en el dominio de la variable s, ya se habían introducido las condiciones iniciales y, 
en consecuencia, la ecuación que resulta de la transformación inversa contiene dichas constantes. 

Obsérvese que por simples operaciones algebraicas en (ó) y (7), la función /(s) se ha reducido a 
uno de los tipos que aparecen en la tabla, facilitándose de este modo la obtención de la transformada 
inversa de Laplace, 

En la Fig. 17-3 se representa la función del tiempo con una corriente inicial (V — q Q /C)/R. Si 
q Q /C = V no existe régimen transitorio, ya que la carga inicial del condensador produce una tensión 
igual a la tensión aplicada V. Si la carga inicial q 0 es de polaridad opuesta, cambia el signo asociado 
a qJC, con lo que la intensidad de corriente inicial podría ser muy grande. 

Al cerrar el interruptor en el circuito sene RL de la Fi¬ 
gura 17-4, debido al generador de tensión V\ circula una co¬ 
rriente de intensidad variable i de manera que, según las leyes 
de Kirchhoff, 

Ri + L f t = r m 

Aplicando directamente la transformada de Laplace a cada 
término resulta 

= <[v] (jo) 

RI{ s) + sLl(s) - L i(O-h) = V/s (11) 




La corriente inicial 7(0-P ) en un circuito serie RL , que es cero antes de cerrar el interruptor, también 
lo es para t = 0+. Sustituyendo 7(G +) = 0 en la ecuación (77), 


de donde, 


/( S ) - 


/(&)(/? + éüL) — V/s 
= 


s (i? + s L) 


1 


L \&J (s + R/L) 


( 12 ) 

(«) 


La función en la variable s de la ecuación (7J) no aparece directamente en la Tabla 17-1; sin em¬ 
bargo, sí se escribe en la forma A/s + B/\s + R/L). teniendo en cuenta los pares 3 y 3, el par 16 indica 
que la función del tiempo total es la suma de dos funciones del tiempo, es decir, 1 [F^s) + F 2 (s)] = 
f : U\ +/j(*}- Para obtener la suma deseada se descompone el segundo miembro de (75), prescindiendo 
de la constante VíL, en una suma de dos fracciones 

1 A , B _ A(s + R/L) + Bs 

s(s -{-R/L) s * (s + R/L) s(s + RfL) { 

De los numeradores se deduce la siguiente ecuación en la variable s: 


1 


(A + B) s + AR/L 


(15) 
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Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en s resulta 

A + B = 0, A = L/R, B = ~L/R jjgj 

Mediante las fracciones simples indicadas, con A y B determinados, la ecuación (J3) se convierte en 


'<■» = r 


V /L/R 


s + s + R/l) 


L/R \ __ vn 


R\s s + R/L 


(17) 


Aplicando las transformaciones 1 y 3 de la Tabla I7-I se obtiene la expresión de la transformada 
inversa, es decir, 


■C " 1 [/(*)] = i = 


«1 




— /> -1 




Ls + R/L 


con lo que 


i = ^(1 - 


(18) 


m 


La ecuación es el conocido crecimiento exponencial de la intensidad al valor V/R del régimen per¬ 
manente. 


METODOS DE DESARROLLO 

En el análisis de circuitos es necesario, con mucha frecuencia, expresar un cociente como suma 
de fracciones simples con objeto de hallar la transformada inversa de Laplace, ya que en el dominio 
de 1(1 variable s la corriente suele venir definida como cociente de dos polinomios en s, 

/(s) = P(s)/Q(s) ^£ 0 ) 

en donde Q{ s) es de mayor grado que P(s). Ya hemos visto un ejemplo de desarrollo de un cociente en 
la ecuación (14). 

Vamos a examinar ahora la aplicación del método de desarrollo en fracciones simples a los dife¬ 
rentes casos que se presentan con ios cocientes de dos polinomios. Asimismo, veremos otro importante 
método basado en la fórmula del desarrollo de Heavisíde, Su aplicación conduce, por otro camino, 
al cálculo de la transformada inversa de Laplace de un cociente de dos polinomios. 

I. Desarrollo en fracciones parciales. 

La ecuación (20) se puede escribir como una suma de fracciones cada una de las cuales tenga por 
denominador uno de los divisores de £(s) y por numerador una constante. En el desarrollo riel cocien¬ 
te P(s)/{2(s) se deben considerar las raíces de £?(s), Estas pueden ser reales o complejas, lo cual da lugar 
a los siguientes casos. 

Caso /, Raices reales simples de £?(s). 

Consideremos la siguiente expresión de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s. 


m 


P(s) „ s - 1 
Q(s) s 2 3s Y 2 


Descomponiendo en factores £?(s), la ecuación (21) adquiere la forma 


7 ( S ) 


s “ 1 

{s + 2)(s 4- 1) 


s + 2 


+ 


B 

s’4* 1 


( 21 ) 


( 22 ) 


Para s = — 2 y s = —1 la expresión anterior tiende a infinito; estos valores de s se llaman polos 
simples de la función. El coeficiente de un polo simple s = s G viene dado por /(s) (s -so)¡ Por lan¬ 
ío, para hallar el coeficiente A t multiplicamos los dos miembros de (22) por (s + 2 ): 


Sustituyendo s — —2, 


s — 1 


(s + 2)(s + 1) 
A 


(s + 2) — A 

s - 1 


s + ^ 


i = -2 


£TT) (s + 2) 

3 


(23) 
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Análogamente, S - s + 2 

Sustituyendo estos valores en (22), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es 

'<•> = tU + ttí <m> 



La transformada inversa de Laplace de /(s), de la Tabla 17-1, es i = 3e 2t ~ 2e~'. 

Otro método . Multiplicando los dos miembros de {22) por (s + 2)(s + 1): 

s-1 = Afs + 1) 4- £(s + 2) = (A+B)s + A + 2B 

Igualando los coeficientes de los términos de igual grado ens 1 ^l+ií = 1 y A + 2 B = — 1, Por tan¬ 
to, A — 3 y B " —2, que son los mismos valores que se obtuvieron anteriormente, Este método con¬ 
duce siempre a un sistema de ecuaciones que se ha de resolver para deducir los coeficientes* mientras 
que en el primer método se obtienen ecuaciones independientes para cada coeficiente* 

Caso 2 . Raíces reales múltiples de £?($). 

Consideremos la siguiente expresión de la intensidad de corriente en el dominio de Ja variable s: 


/( s ) = - _ l _ 

W Q( S} s(s a + 6s -h 9) 


s(s + 3)» 


Entonces, 


= * + -*- 
s s + 3 


+ 


s(s + 3) ! s ' s + 3 ' (s + 3) 2 
Multiplicando los dos miembros de (26) por s y haciendo s = 0, 

1 


(25) 

(26) 


A = 


(s + 3) 5 


* = 0 


1 

9 


En el caso de raíces múltiples, el coeficiente del término de segundo grado viene dado por 
/(s) (s —so) a | (=>0 . Por consiguiente, 

li 1 


C = 


ii = -3 ” 3 


El coeficiente del término lineal viene dado por la expresión ^ [/( s) (s — so) 2 ] 


. Es decir, 


i=i b 


B = 


d íl 


ds\ s 


l = -3 


i - -3 


1 

9 


Sustituyendo estos valores en la ecuación {26) se obtiene la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s, 

_4 4 


^ s) ~ s s + 3 (s + 3) 2 

con lo que la transformada inversa de Laplace es i— J 

Otro método. Multiplicando los dos miembros de (26) por s(s -i- 3) 2 resulta 


(27) 


l = A(s + 3) 2 -f £s(s + 3) + Cs = (A + £)s 2 + (6A+3fl + C)s + 9A 


Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en s, A H- B - 0,6/4 + 3¿í + C - 0 y 9A = 1; 
por tanto. A = B = — $ y C — — que coincide con lo que obtuvimos anteriormente. 

Caso 2. Raíces complejas de £?{s). 

Consideremos la siguiente expresión de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s: 


/(*) 



1 

s 2 E 4s + 5 


_1_ 

(s -1- 2 + j)(s 4- 2 — j) 



Como las raíces de £>(s) son complejas conjugadas, los numeradores dejas fracciones también han 
de ser conjugados. Es decir. 
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1 A A* 


{s + 2 + j){s + 2 — ¿) 


■7 + 


s + 2 + ; s + 2 — j 
Multiplicando los dos miembros de f2P) por (s + 2 + j) y haciendo s = —2 —j resulta 
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(t9) 


A ~ 


s + 2 - j 


= ñ 


A* = 


Sustituyendo estos valores en la ecuación (29), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es 

ñ , -ñ 


^ s + 2+í + s + 2-7 


(SO) 


La transformada inversa de Laplace es i = e 2t sen 

Otro método , Multiplicando los dos miembros de (29) por (s + 2 4- j){s*-b 2 — j) se obtiene 


1 = ¿(s + 2-j) + A*(s + 2 + 7) 

Igualando los coeficientes de los términos de igual grado en + A* — 0y^(2 - j) + A*( 2 + j) = 1; 
por tanto, A = Jj y A* = —jj. 


2. Fórmula del desarrollo de Heaviside. 

La fórmula de Heaviside establece que la transformada inversa de Laplace del cociente 
As) - P(s)/Q(s) es 


,-i TOl _ y P(a*) _ 

* Lq( S J - 


~ Q'(dt) 


(SI) 


en donde los coeficientes a k son las n raíces distintas de g(s). 

Aplicando este desarrollo de Heaviside a la expresión de la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s del caso 1, 


/(») 



s — 1 

s a + 3s + 2 


5 — 1 

(s + 2)(s + 1) 


m 


Ahora bien, P{s) = s - 1, Q{ s) = s 2 + 3s + 2 y = 2s + 3. Las raíces son a í = — 2 y a 2 = — 1. 
De (3 7) se obtiene 


i 



n=?> 

Q'(-2.) Q'(-l) 



Se"» - 2e“* 


TEOREMA DEL VALOR INICIAL 

Del Ejemplo 4, 

/i oa 

£[df/dt] ~ J o (cí//df)e _,í dt = sF(s) - /{0+) (SS) 

Haciendo el límite de la ecuación (33) cuando s -+ oo, 

lim f (df/dt)e~ tí dt = lim {sF{s) — /(0+)} (¿4) 

En el integrando aparece la función e~’\ que tiende hacia cero cuando s -► oo. Por tanto, 

lim {sF{s) -/(0+)} = 0 (Í5) 

Como /(0+) es una constante podremos escribir la expresión (J5) en la forma 

/(0+) = lim{sF(s)} («) 

■ * 

La ecuación (id) constituye el enunciado matemático del teorema del valor inicial. Por consiguiente, 
para hallar el valor inicial de una función del tiempo,/(O, se multiplica por s la función correspondiente 
F(s) en el dominio de la variable s y se hace el límite cuando s-^ oo, 
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Ejemplo 6. 


En el circuito serie RC de la Fig, 17-2 la expresión de la intensidad de corriente, en el dominio de la va- 
V - qJC f 1 \ 

riable s, es J(s) - -^ “ w s + l/RC)/ [ v ^ ase ecuación (7)]. Hallar la intensidad de corriente inicial j(0+) 


aplicando el teorema del valor inicial 
De la ecuación (.70). 

V - qo /C ( 


R \(&^l/RC) j 


v- qQ /c 

R 


¿(0+) = lím 

■ -*■ * 

Este resultado se pone de manifiesto en la Figura 17-3, 

TEOREMA DEL VALOR FINAL 

En el Ejemplo 4, 

¿[dfldt] ~ f (d//áí)« _ “dí = sF(s) - /(0+) 

- / 0 

Haciendo el límite de la ecuación (37) cuando s -* 0, 

lim f (dfldt)e~ lt dt = lim (sF{s) - /{0+)} 

Como lim f (dfldt)e~ tí dt = f df = /(■»)-/(0) y lim/(0+) = /(0+), la 


m 


(S8) 


ecuación 


(J<5) se convierte en 
o bien 


A») - /(0) = -/(0+) + Um (sF(s)} 




/(») = lim {s F(s)} 


Í-+Ü 


(39) 

m 


La ecuación (40) constituye el enunciado matemático dei teorema del valor final Por consiguiente, 
para hallar el valor final de una función del tiempo, /(r), se multiplica por s la función correspondiente 
F(s) en el dominio de la variable s y se hace el límite cuando s->0. Sin embargo, la ecuación (40) solo 
se puede aplicar cuando todas las raíces del denominador de s F($) tienen las partes reales negativas. 
Esta restricción excluye las funciones senoidales, ya que la función seno está indeterminada en el in¬ 
finito. 

Ejemplo 7. 

En et circuito serie RL representado en la Fíg. 17-4 la intensidad de corriente en el dominio de la variable 

i __ V f 1 i * 

ses/{s) - R s ^ fí/L ( 


1 1 [véase ecuación (17)]. Hallar la intensidad final aplicando el teorema de] valor 


final. 


De la ecuación {40 j. 


ii>) = lim 


V 


,o R 1 s s + R/L 


VíR 


ANALISIS DE CIRCUITOS EN EL DOMINIO DE LA VARIABLE 5 DE LAPLACE 

La ecuación del circuito serie RLC representado en la Fig. 17-5 es 

Ri -r + ~ § idt = v ( 4 i) 

Esta ecuación intcgrodiferendal ha sido resuelta en el Capitulo i 6 por los métodos clásicos al efecto. 

En régimen permanente senoidal, las impedanrias complejas de los tres elementos del circuito R , 
L y C, en función de tu, son R,jü)L y lytuC, respectivamente. Transformando la ecuación del circuito, 
escrita en el dominio del tiempo, al dominio de la pulsación, las corrientes y tensiones se convierten 
en fasores. En estas condiciones, la ecuación del circuito serie RLC de la Fig. 17-6 es 

R1 + UL\ + (1/ju.QI = V (42) 

La ventaja que se deriva de la transformación es que la ecuación transformada se puede tratar algebrai¬ 
camente despejando en ella el fasor intensidad de corriente I. Las diferentes caídas de tensión son los 
productos de la impedancia de cada elemento particular dd circuito por dicho fasor intensidad. 
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—lf 

R L 



V 


F\g . 17-5 



V 

Fig. 17-6 
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En el método de la transformada de Lapiace, a Ja 
calda de tensión en una resistencia Ri, en el dominio del 
tiempo, corresponde Rí[ s) en ei dominio de la variable s. 
Análogamente, a la caída de tensión en una bobina, 
L(di¡dt) corresponde s LI(s) - Li( 0+ ), y a la caída de ten¬ 


sión en un 


condensador,^ i dt, corresponde^/{s) + -^* 


Por consiguiente, el circuito serie de la Fig. 17-7 satis¬ 
face la ecuación 


—ww^-nsw^-Q —1[—Q~ 


£ 


¿Í(0+) i/iC ío/«C 


O 


V(s) 


Fig.17-7 


RI(s) + sLI( s) - Li{0+) + ^/(s) + ^ = V'(s) 

o bien /(s){ü + sL + 1 fsC} = F{s) - q¿$C + Lí(Ü+) 


m 

(U) 


En la ecuación (44) el término R + sL + 1/s C, o impedancia Z(s) en ei dominio de h variable s, 
es la relación entre la excitación y la respuesta. Se observa que 2{s) tiene la misma forma que Ja impe¬ 
dancia compleja en régimen permanente senoidal, R + jo>L + l/jo>C. El sistema de ecuaciones que 
resulta al aplicar los métodos de las corrientes de malla y tensiones en los nudos en el análisis de cir¬ 
cuitos se transforma fácilmente al dominio de la variable s, teniendo en cuenta los signos y las condi¬ 
ciones iniciales 1/(0+) y q Q /sC\ 

Consideremos el circuito representado en la Fig. 17-8(¿i) por el que circula una corriente de inten¬ 
sidad / 0 cuando d interruptor está en 3a posición 1. En el instante t = 0, el conmutador pasa a la po¬ 
sición 2, introduciendo en el circuito un generador de tensión constante V y una carga inicial q 0 en el 
condensador. El sentido positivo de la corriente / es el de las agujas del reloj, como aparece en el es¬ 
quema. 



Flf.17-8 


La tensión constante del generador se transforma en K/s, y la intensidad de corriente que circula 
en /($), como se indica en la Fig. 17-8(¿), Los términos que constituyen las condiciones iniciales repre¬ 
sentan generadores cuyo sentido aparece en el esquema del circuito y la ecuación correspondiente es 
idéntica a la ecuación (44). Es evidente que si la corriente inicial / 0 circulara en sentido contrario, o la 
carga q 0 tuviera polaridad opuesta, los signos de los términos L/(0 +) y qJsC, respectivamente, cambia¬ 
rían de igual forma, Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto cómo las ecuaciones en el dominio de 
variable $ son análogos a las ecuaciones fasoriales que vimos anteriormente. Todos los teoremas de 
circuitos estudiados en régimen permanente senoidal tienen su expresión en el dominio de la variable s. 





























274 


ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 17 


Ejemplo 8 . 

En d circuito de dos mallas de la Fig. 17-9 se eligen las corrientes de malla en el dominio de la variable s 
como se representa en el propio esquema. Si se cierra el interruptor en el instante / = 0, deducir las expresiones 
de / t (s) e / 2 (s). 

Al cerrar el interruptor se aplica al circuito la tensión 
K/s del generador, y el sistema de ecuaciones en las corrien¬ 
tes de malla es 

R l I l (s) - RihW = V/s 
y 

+ R % + sL) J 2 (s) - í?!/i(s) = L i(Q+) 

Como la intensidad de corriente inicial en la bobina es cero, 
el sistema anterior, escrito en forma matricial, es 


1 

1 

Sí 

1 — 

_1 



>/$" 

—Jf i J?i + + sL 



0 



Para despejar los valores de /j(s) e / 2 l$) se resuelve el 
sistema por el método de sustitución o por la regla de Cra- 
mer; en cualquier caso, se obtiene 

' pj?j -h R 2 + sLH 

■j * 


w - r 


R { (R 2 + sL) 


/*(*) = 


* (flj 4-■£) 


Ejemplo 9, 

Escribir la ecuacjón, en el dominio de la variable s, de 
la tensión correspondiente al nudo principal del circuito 
representado en la Figura 17-10. 

El nudo / y el de referencia se eligen como se indica 
en el esquema; al cerrar el interruptor, la ecuación del nudo es 

Vito 




+ 

v/«:=: 


»L 


Li(0+) 


V,(s) — V/s — L í(0+) ViW 

-¡Z- 


+ 


R* 


= 0 


I 


R. 


<1/«L + HRi + 1/Rj) V,(.) = Vh ' Fig.17-1» 

La intensidad de corriente inicial por la bobina es cero; por tanto, la ecuación de la tensión en el nudo, Ms), es 

y / R¡R 2 


VM = - 


s y + sLJ?2 s IjR^ 


Ejemplo 10. 

Escribir d sistema de ecuaciones en las corrientes de 
malla, en el dominio de la variable s, del circuito representa¬ 
do en la Fig. 1741 en el caso de que la carga inicial del con¬ 
densador sea q Q . 

Se eligen las corrientes de malla como se índica en el 
esquema. Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mallas, 

(tfj + R z )I,{s) ~ ffj/ats) » V/s 
y + 1/sC) ^ií s ) = 

Este sistema de ecuaciones, en forma matricial, es 





Vh 

R¡ + 1/s C_ 



—qa/sC 



1/sC 

Go/sC 










































CAP. 17] ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Problemas resueltos 

17-1 Hallar la transformada de Laplace de la función eos cor, siendo a una constante. 
Por definición, .< [/(()) = f” /(*).-■* dt. aplicada a la función dada, resulta 

J ^M 

costíí e“U+ojt út 

o 

_ f-fs + g) cos^t g -t" + aJt + g -<i + a n* 

L “ ís + a ) 3 + | 
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s ■+■ a 
(s + a}® + u }2 


17-2 Si £ [/■{/)] = F(s), demostrar que £ |V «/],)] = F(s + «). Aplicar este resultado al Problema I7-I 

J rrtO 

f{t)e-»dt = F(*J. Entonces 

0 

< [e~ at f(t)] - e~<“ [/(()«-•<] ai - /(()«-+ <ft - F(s + a) 


U> 


Como .£ [eos oí] = ^ ^ , (véase Tabla 17-1), de (/} se deduce < (e-«* coa wf] = —L±_» 


tuvo en el Problema 17-1, 


(¡"+a)2 -f como se ob- 


17-3 Hallar la transformada de Laplace de la función flt) = 1 - siendo a una constante. 


Tendremos 
-C 


17-4 Hallar £ 


= Jf = j’ e ~-dt 

= + ^T7 í_<,+fl> '] o " = \ 

[■(»* — a*)] * 




e -fi + G>í 


s + a 


a 


s(s + a) 


Descomponiendo en fracciones simples, 


1 


s(& 2 — a 2 ) 

en donde los coeficientes son 


= 4 + -?-+ c 


s s + a s — a 


A = 


1 


s 3 — a 2 

Ahora bien, 


= o 


= “ B = 
a 2 


s(s — o,) 


= — C = 1 

2a* $(s + g) 


1 

2a* 


s(s 2 


M = < -[ z 7 í ] + ^[iTí] + <-r^i- 


*J L s «J 

Buscando en la Tabla 17-1 las funciones dd tiempo correspondientes, 

* *[*(**- a*)] = “¿5 + 2áa e- “‘ + 2o“ *"* 


- __L + _L/V‘ + e-"‘ 

<J* a* 


— -ñ(cosh ai — 1) 

£2r 


2 
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s(s 2 + 4s -f 4) 

Descomponiendo en fracciones simples, 

s + 1 __ A 


Entonces. 


s(s + 2)2 

A = -A+» I 


— + _í_ 

A s + 2 T (s + 2)3 


1 


c = 


* +1 




1 

2 


íi + 2)*|.. 0 - 4 y 

El coeficiente del término de segundo grado es 

' = s[ S T i ]|.~. * -?L„ ■ 4 

Ahora bien, f 5 + * -1 = ¿-i TAI -|- /*-i f— + j i ~| 

* L^+^ + ^J LsJ ^ |_* + 2j + < [(p + 2)*J 

Buscando en la Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes, 


■[ 


s + 1 


#(**+ 4s + 4)_ 


= 1 l e -zt + lu-2t 


17-6 En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-12 
la carga inicial del condensador es g 0 = 2500 x 10“ 6 
culombios. En el instante / = 0 se cierra el interruptor, 
con lo que al circuito se le aplica una fuente de tensión 
constante V = 100 voltios. Hallar la intensidad de la 
corriente que circula aplicando el método de la trans¬ 
formada de Laplace, 

La ecuación del circuito en el dominio de) tiempo, después 
de cerrar el interruptor, es 


100 V 


-o 



<?Q 


100 


50 ;íF 


Ri + ^ J i dt = 


o bien 


1 Ót + 


50 X 


w* 


Fi*. 17-12 

dt = 100 


(J) 


Aplicando la transformada de Laplace a los términos de (/) se obtiene la ecuación en el dominio de la variable s, 

J(s) , ?o _ 100 


I0J(s) + 


60x"l0-«s + 60X10"*» 


<*) 


Como se muestra en el circuito, la polaridad de la carga <?„ es opuesta a la correspondiente de la fuente; por 
tanto, la ecuación en el dominio de Ja variable s es 


10 I(s) + 


/<*> 


Agrupando términos 
o bien 


50 XI0-®s 

«■> 


2500 X 10 -e 
50 X 10 -e s 


100 

s 


f lO» + 2 X 10 < | = 150 


m = 


16 


(í) 

W 

(s) 


s + 2 X 10» 

Aplicando ahora la transformación inversa de Laplace resulta la función del tiempo 

= ’ = <'{ , t ixi0>] = 16r '* xlA 

Si la carga inicial q 0 fuera positiva en la armadura superior del condensador el signo de qJxC 
en La ecuación (J) seria positivo. En estas condiciones, el segundo miembro de la ecuación ( 4 ) sería 50/s, con 
lo que circularía una corriente de intensidad i — 5e _2xl0 * f A, 


17-7 En el circuito RL representado en la Fig. 17-13 el interruptor permanece en la posición 1 hasta 
que se establece el régimen permanente, y el instante t — 0 pasa a la posición 2. Hallar la inten¬ 
sidad de la corriente que circula. 




























CAP. 17] ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA 


DE LAPLACE 


277 


Supongamos que el sentido de circulación de Ja corriente es el 
que aparece en el esquema. La intensidad inicial es r 0 - -50/25 =s 
-2 A, 

La ecuación en el dominio del tiempo es 

25/ + 0,01 {di/dt) - 100 (/) 

Aplicando la transformación de Laplace en (/), 

25 /(s) + 0,0 i s I(s) - 0,01 /(ü + ) - 100/s (2) 

Sustituyendo j(ü+) por su valor, 

25/(s) + 0,01s /(s) + 0,01(2) = 100/s 

100 0,02 I0 4 



de donde 

Desarrollando 


J(s) - 


s(0,0ís + 25} 0,01s + 25 s(s + 2500) s + 2500 


10 4 


sÍs +"2500) dC Ja ecuaciórt W en fracciones simples. 


10 4 


s(s + 2500} 


Entonces, 


A - 


10 4 


s + 2500 J t = o 
Sustituyendo en Ja ecuación (4), 


= 4 


= - + B 
S s -F 2600 

_ 10* 


/(s) = -- - - 

s s + 2600 


B = — = _ 4 

8 i * - 2500 


_4 

s + 2500 s s + 2500 

La transformada inversa de Laplace de Ja ecuación (6) es i = 4 — fo-i&oot 


2$n 


0.01 H 


(3) 

W 


<í) 


W 


17-8 


En el circuito serie RL representado en la Fíg. 17-14 se 
cierra el interruptor en el instante t = 0, con lo que al cir¬ 
cuito se aplica un generador de tensión exponencial e = 
50 ^-iaoi voltios. Hallar la intensidad de la corriente que 
circula. 

La ecuación de este circuito, en el dominio del tiempo, es 
Ri -f L{di/dt) — v (j) 

En el dominio de la variable s, la ecuación (/} adquiere Ja forma 
R lis) + sL/(s) — JW(0+) = V{$) {£) 



Fig.lT-U 


Sustituyendo en (2) ¡as constantes del circuito y la transformada de la fuente ^(s) = 50/(s + 100} 


!U/(s) r s|0.2|/is) 


50 

s + 100 


o bien i(s) 


250 

<s + 100) (s + 50) 


<J) 


17-9 


Mediante la fórmula del desarrollo de Heaviside í/(j)l = />-1 f Bis) 1 

L<?(s)J - 

F(s) = 250, Q(s) = s 2 + 150s + 5000, $'(*} = 2s + 150, a, = -100 y 

» = -C" 1 [/(sí) = + ^ e iot - _5 e -!OOI 


2 

n = l,2 




e 0 **, donde 


a z — —50. Por tanto. 
+ 6c- S0í 


AI circuito serie RC representado en la Fig. 17-15 se le 
aplica un generador de tensión senoidal v = i80 sen (2000/ 
+ $} voltios y el condensador tiene una carga inicial ~ 
1250 x 10" 6 culombios con la polaridad indicada. Hallar 
la intensidad de ia corriente que circula por el circuito sí 
se cierra el interruptor en el instante en que <j> =* 90°. 

La ecuación del circuito, en el dominio del tiempo, es 

40í + 2 FxT(F® f idt ~ 180 sen Í2000Í H- 90°) O) 



Fiar . 17-15 
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17-10 


17-11 


Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (7) resulta la ecuación en el dominio de !a variable s, 

1 , Go _ fssen90° -f 2000 coa (f) 


"«■> + 26XTFI7' W + «XI»-.. = 180 

introduciendo en ( 2 ) el valor de la carga inicial q a , 

,, , , 4 x 10* , , 1250 x 10-« 

40 i(s> + - /(s) + 


s 2 + 4 X 10* 


180 s 


o bien 


J(s) = 


26 X 10~« a 
4,5 a» 


s» + 4 X 10* 


1,26 


(s* + 4 x 10*) (a + 10*) * + 10» 


Aplicando la fórmula del desarrollo de Heaviside al término 


4,5 a» 


W 

de (4) resulta 


(s 2 + 4 X 10*) (s + 10») 

Pís) = 4.5 s 2 Q(s) = s* + 10» a* + 4 X 10* * + 4 X 10», Q'(s) = Ss 2 + 2xl0*s + 4X 10*. 

a, = — j2 X 10», Oí = j2 X 10» y a 9 = —10». En estas condiciones, 

.* _ P(—j’2 X 10») _¡íxia 3 i j. P(j2 x 10») jjx io ] ( , P(—10») f _i 0 t t _ j 25e"i#*t 

" Q'(~j 2x10») Q’(j2 x 10») Q'<-10») 

= (1,8 - + 0,8 + jQSW 2 * lc,í ' - 0,35e~ 10,1 i4) 

= - 1,8 sen 2000/ + 3,6 eos 200Qí - 0,35e 10J ' 

= 4,02 sen (2000/ + 116,6?) - 0.35e- ia> ' 

Para / = 0, la corriente viene dada por el cociente entre la tensión instantánea —tensión de la fuente 

más tensión de la carga del condensador— y Ja resistencia. Esto es. 

io = (l 80 sen00° = 3,25 A 

Sí hubiéramos hecho t = 0 en la ecuación \4) se habría obtenido el mismo resultado. 

En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-16 la 
tensión senoidal del generador viene dada por v = 100 
sen (500/ + <¡>) voltios. Hallar la intensidad de comente 
que circula si se cierra el interruptor en el instante en 
que 0 = 0. 

La ecuación general de un circuito serie RL, en el dominio 
de la variable s t es 

+ sLJ(a) - Lt(D+) = V{s) <J> 

La transformada de la fuente para <p = 0 es V(s) = . 

Como no existe corriente inicial en la bobina, L /(0+) = 0. Sus¬ 
tituyendo las constantes del circuito en Ja ecuación (/), 



5Q 


0.01 H 


t y 104 

5/{s) + 0,01 J(s) = S 2 + 26 x 1G 4 
Desarrollando (2) en fracciones simples. 

As) = 

Entonces, la transformada inversa de (2) es 


"rlU) + s 


de donde i(s) 

-I - i \ 


5 x 10 a 


( - 1 r .±) 

ys - )500j 


+ 


(s 2 + 25 X 10 4 )(s + 500), 
10 


s + 500 


W 


w 


i = 10 sen 50Gí - 10coa500í + lüe-wot = 10e-*<w + 14,14 sen (500 1 - W4) 

En el Problema 17-10, si la función de tensión se escribe en la forma 

v = 100e J5írtI (J) 

se introduce un término coseno en el generador. Hallar la intensidad de corriente por el cir¬ 
cuito det Problema 17-10 mediante la ecuación (7). 

Para v = lG0d 5úü ', V{s) - 100/(s “7500), y la ecuación en el dominio de la variable s es 

5/{s) -r 0,01 /(s) = I00/(s — j500) y A*) = lCH/(® — j500)(* H- 500) (1) 


Desarrollando en fracciones simples, Í(s) — —; 


10 - jlO -10 + jlO 


;500 


s + 600 


W 
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del'^mpots^ ' a transf0rmada mVersa de La P‘ ace 8 Ia ecuaC!Ón la intensidad de corriente en función 

i = (1Q-j'lG)ífJ WÜÍ + (-10 4-;10)e“5go¡ 

— 1444é J(500l ~^*> ■+■ (™10 4 -j'10)í'" íoOí 

= l4,14{cog (50G¿ - ir/4) 4- j sen (50üt - tt/ 4J} + (-10 + jl0)c^ S00í {^) 

Como d generador de tensión deí Problema 17-10 solo contiene la parte imaginaria de {/) la intensi¬ 
dad que circula es la parte imaginaria de la ecuación (41 ■ U 

i = 14 t 14 sen{600í — ir/4) 4- íOe-soot 

17-12 En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-J7 no 
existe carga inicial en el condensador- Si se cierra el inte¬ 
rruptor en el instante / = 0, hallar la intensidad de co¬ 
rriente que circula. 

La ecuación del circuito, escrita en el dominio dej tiempo, es 

Ri + L Tt + if idt = v (J) 

Aplicando la transformada de Laplace a los términos de (7), se 
deduce la ecuación en el dominio de la variable $, 

R/(s) + sL /(s) - L i(0+) + -L/( s ) + 

su 



0,5 F 


<h 
S C 


V 

s 


<« 


Las condiciones ¡metales son L i(0+ ) = 0 y ?ü/s C = 0. Sustituyendo las constantes del circuito en (2) resulta 

2/(s) + ls/(s) + — 7( S ) = 50 

0,5s a ' 3 > 

de donde [(%) = 50 _ 50 


s 2 + 2s + 2 
Desarrollando ( 4 ) en fracciones simples. 


m = 


/25 


(s + I +;)(* +I-,’) 

j26 


U) 


w 


(s + I + /) <* + I - j) 

y aplicando la transformada inversa de Laplace a (i) se deduce el valor de la intensidad de corriente en el do- 
mimo dd tiempo, 

1 - j'26{e < “ * - í» — e< -1 - j)t} = 6o«-isení 

17-13 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-18 se eligen las dos corrientes de malla 
como se indica en el esquema. Escribir, en forma matricial, el sistema de ecuaciones en el do- 
mmio de la variable s y construir el circuito correspondiente. 


5 n 


2 H 



:&n 



(i) 


5 “1 + \ f *1 dt + 5,2 - v > 10** + Z(dydt) + 6¡] = V 

Aplicando la translorriiada de Laplace en (/) resulta el sistema correspondiente en el dominio de la variable s, 

5 Ais) + ¿fjis) + ^ + 5/j(s) = V(s) 10/jís) + 2s /,(,) - 2 i 2 (0+) + B/,(s) = F( g ) ( 2 ) 

Ahora se puede determinar el circuito pedido en el dominio de la variable s medíante las matrices Z( s) 
7(s) y F(s). (Véase Figura 17-19.) 

'5 + l/2s 6 
E 10 + 2s 


*1 

'/,(*r 

, 

' F(*) - 9o /2s “ 


./»{•)_ 


_V(s) + 2*2(0+). 
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17-14 En el circuito de dos mallas representado en la Fi~ 
gura 17-20 hallar las intensidades de corriente que 
circulan al cerrar el interruptor. 

El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiempo, es 


ion 


10 /, + 0,02 - 0 , 02 ^ = 100 

dt ai 


di 2 

0,02 i + 


0,02 = 0 

dt 


m 


Aplicando la transformación de Laplace en (/) T 

(10 + 0,02s) / 5 (a) - 0,02s l 2 (s) = 100/s 

De ta segunda ecuación de (2) se obtiene 

/ a W = /|{s), 

1 \s + 250, 

y sustituyendo en la primera ecuación del dominio de la variable s, 


(5 + 0,02s)/ 2 (s)^ 0,028/íÍs) = 0 


<10 + G,02sl/,(s) - OjWsj/^s) 


(s + 25o)} " 


100 

S 


de donde 


/jW = 6,67 


f 8 + 250 1 
[s(s + 166,7) j 


De la segunda ecuación de (2) se obtiene 


/ifs) = — - 


3,33 


s + 166,7 


con lo que q = 10 — 3,33c _1W > 7Í 


Sustituyendo f5) en la ecuación (J) resulta la ecuación en el dominio de la variable s. 


J a {s) = 6,67 í 3+250 1 _ 


s 


+ 260 


= 6,67 



6íl 


( 2 ) 

W 

«) 

(5) 

W 


s + 166,7 / ton lo que í 2 = G.e?*-!®**™ (7) 

17-15 Aplicar los teoremas del valor inicial y final a las ecuaciones /Js) e / 2 (s), en el dominio de la 
variable $, del Problema 17-14. 

Las ecuaciones en el dominio de la variable s del Problema 17-14 son 


iifo 


6,67 


s + 250 1 

s(s + I66,7)j 


El valor inicial de i l viene dado por 



t,(0) = lim [s ;,(■)] = lirn [6,67 f = W7A 

y el valor final es 

;,(*>) = lim [s/,(s)¡ = lim [6,67/'-——)] = 6,67(250/166,7) = 10 A 

*-+0 [_ \S t 100,7 j I 


El valor inicial de i 2 viene dado por 

*0) = lim[ S / s( s)¡ .= lim [6,67( 7t ^)] = 6.67 A 

y el valor final es 

* 2 («) = lim [s /*(«)] = lim [e,67/ - -- -f ---^l = 0 

j*+o 166,7 j J 

Examinemos el circuito representado en la Fíg. 17-20 para comprobar cada uno de los valores inicial 
y finaL En d instante de cerrar el interruptor, la bobina presenta una impedancia infinita y la corriente tiene 
una intensidad i t = i 2 = 100/f]Q + 5) = 6,67 A. En cambio, en el régimen permanente, la bobina es un 
cortocircuito; es decir, i] = 10 A, i 2 = 0. 
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17-16 Hallar la impedancia equivalente del circuito representado en la Fig. 17-20 y construir el cir¬ 
cuito con esta impedancia. 

En el dominio de la variable s, La bobina de 0,02 H tiene una impedancia Z(s) — 0,G2s, con la que se pue¬ 
de operar igual que con jtnL en el régimen permanente senoidal. Así, pues, la impedancia equivalente vista 
desde el generador es 


in , °' 02s < 6 > - ü.3s + 50 

Z{ * ] - 10 + 0^2r+5 - 0®+5 


- 15 


« 4- 166 
s + 250 


'&) 
0 / 


U) 


El circuito de la Fig* 17-21 muestra la impedancia equivalente. 
La intensidad de la corriente que circula es 




_ yw „ 
" m “ 


100 f » 4- 250 
s 1l5ís-M66; 


- 6,67 


s + 250 
s(s +166,7) 


.1 

|1| 

■' (f) 

É 100/» 


Z{t) 




Esta expresión es idéntica a la expresión (5) del Problema 17-14, 
con lo que la función del tiempo es i\ = 10 - 3,33e _166 ' 7í . 


17-17 En el circuito de dos mullas representado en la Fi¬ 
gura 17-22 no existe carga inicial en el condensador. 
Hallar las intensidades de las corrientes de malla 
i l e i 2 que circularán al cerrar el interruptor en el 
instante / - 0. 

El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiempo, es 


Fig,17-21 


10ii 


Uj + i® 1 '* ^ ^ 

50t£ + 10¿i = 50 

y e! correspondiente en el dominio de la variable s, 


V) 



:4ün 


0,2s 

o bien en forma matricial, 


10/i(s) +rv/iW + 10J*(i> = 50/s E0/ a (s) 4- 10 /^b) = B0/s 







60/a" 


_/*(■ 1 


.60/». 


10 

de donde / t (s) = $/{$ + 0,625) e q = 5e 0r6251 . 

Para hallar i 2 se sustituye el valor de ^ en la segunda ecuación (/) del dominio del tiempo; 

5Üí 3 4- 10(5e“°' 625í ) 50, de donde i 2 = i - <? -ü,e25r 

17-18 En el Problema 17-17 bailar la impedancia equivalente del circuito en el dominio de la varia¬ 
ble s y calcular la intensidad de corriente total y las corrientes en las ramas. 


La impedancia equivalente, en el dominio de la variable s, es 

... 40(1/0.2*) _ 80»+ 60 _ 

z(») - 10 + 40 + | /02s - 8 » + l 10 

En la Fig, 17-23 se representa d circuito equivalente por el que circula una corriente de intensidad 


s + 5/8 \ 
s + 1/8 / 


m - V* - 


60 s + 1/8 


Z(s) ~ * \10{s + 5/8) 

Desarrollando la expresión (2) en fracciones simples, 

«•> = l + TTm dedonde 


= 5 


5 + 1/8 
s{s 4- 5/8) 


i - 1 4- 


U) 


<*) 


tf) 
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-r- 

2« 

1 h( s ) 


1 /»(*) - 


e l/0,2s | 


40 R 


Fig.17-24 

Ahora bien, las corrientes l L (s) e / 2 (s) se deducen fácilmente mediante la regla de las corrientes deriva¬ 
das. En la Figura 17-24, 


J|(s) - 40+1/0,2 


( 40 - ) = 
\i0 + l/0,2s/ 


s + 5/8 


de donde = 5e 


_ c,, - 0 . 62 Si 


,,, _ j, i ( 1/0 ' 2 8 A = i-de donde i 2 = 1 - e' 0 ' 623 ’ 

/ a (s) — '(s) ^40 + 1 /( 1 . 2's/ s s + 5/8 


17-19 En el circuito representado en la Fig. 17-25 se 
cierra el interruptor en el instante r = 0 y no 
existe carga inicial en los condensadores. Hallar 
la intensidad de corriente resultante i que se 
muestra en el esquema. 


ion 
¿—0—VWW- 


50 v -S- 




La impedancia equivalente del circuito, en el do¬ 
minio de la variable es 

(5 + l/s)(5 4 - l/0,5s) 


l 



Z(s) = 10 + 

y la intensidad de corriente. 


/(*) = 


F(s) 


(10 -H I/s + l/0,5s) 
50 s(10s + 3) 


Fig.17-25 

125s 2 + 45s + 2 
s(10s + 3) 

4(s + 0,3) 


2(s) s (125s 2 + 45s + 2) (s + 0,308)(s + 0,052) 
Desarrollando la corriente en el dominio de la variable s en fracciones simples, 


/(s) = 


1/8 


+ 


31/8 


s 4 - Ü t 3ÜB s 4- 0,052 


de donde 


1 31 

■ - r ^ + T f 


-o,oS2i 



U) 

(2) 


17-20 Aplicar los teoremas del valor inicial y final a la corriente, en el dominio de la variable s, del 
Problema 17-19. 

rv.mn — * la comente inicial es 

Como I(s) - § + 0 308 + s + 0)0 52 

m = fim MI*)] = L"! [Ks + 0 . 308 ') + t(s +0.052)] 4 A 

y la corriente final es 

,s + 0,308") + ¥\,s+Ó; 


«-) = ]L m o ís/(s)| = ¡!ft[iG 


3 , 052 )] ° 


Exammando el circuito representado en la Fig. 17-25 se deduce que, inicialmente, la resistencia total 
del mismo es R = 10 + 5(5)/10 = 12.5 y, por consiguiente, í( 0) = 50/12,5 - 4 A. En el régimen perma 
neme, pues, los dos condensadores se cargan a la tensión equivalente de 50 V y la intensidad de comente por 

ellos es nula. 
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Problemas propuestos 

17-21 Hallar la transformada de Laplaee de cada una de las funciones siguientes: 

(o) /O) = At (c) /(/) = e ' “ sen mi (el f(t) = cosh mi 

(6) At) = (</) Al) = senh wt (/) /(,) = se nh coi 

Sol. (a)-(<?) Véase Tabla 17-1, (/)-^-— 

(s + af - tu 2 


17-22 


Hallar la inversa de las transformadas de Laplaee de cada 


(O) 

F<») 

s 

Id) 

F(s) = 

3 

(« + 2){. + i) 

s(s* + 6s + 9) 

(6) 

F(s) 

1 

M 

F(s) = 

s + 5 

s s + 7i + 12 

s* + 2s + 5 

(c) 

F{s) 

5s 

(/) 

F(s) = 

2l + 4 

s ! + 3s + 2 

s a + As + 13 

Sol. 

W 

2 e -2( _ e -t 

M i 

- le-** 

- te~ si 


(i) 

— t~ 4t 

(e) e~ 

'* (coi 2t 

+ 2 sen 2¿) 


M 

100-21 _ 

(ñ 2« 

-if coa 3( 


una de las funciones siguientes: 


(d) F(s) 


2s 

(•* + 4 )(« + 6 ) 


(g) $ cos2í + ^sen2t - Jjf 


-51 


17-23 


Un circuito serie con R = 10 ohmios y L = 0,2 henrios, se le aplica en el instante , = 0 una tenstón 

tante I 50 voltios. Hallar la intensidad de la corriente por el circuito aplicando el método de la tra 
mada de Laplaee- ívi/ / = ^ _ ^-sor a 


Sol i = 5 - 5e 


cons- 
transfor- 


P7-24 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-26 se mantiene cerrado el interruptor en la posición 1 hasta 

que se establece el régimen permanente y se pasa a la posición 2 en el instante t = 0- Hallar la intensidad de 
comente que circula. So!, i - 5c" i0í A, 



^ circuito representado en la Fig h 17-27 se cierra el interruptor 1 en el instante t = 0, y en el instante 
t = t — 4 mil i segundos se abre el interruptor 2. Hallar la intensidad de corriente en el régimen transitorio 
considerando los intervalos 0 < t < /'y/ < r. So!, i = 2{\ - e' 500f }A;í = 1,06^" í50W . f_,Hl + 0 667 A 

17-26 En el circuito serie RL representado en la Fig, 17-28 se cierra el interruptor en Ja posición 1 en el instante 
í = 0, y en el instante i = r' = 50 microsegundos se pasa a la posición 2, Hallar la intensidad de corriente en 
el régimen transitorio considerando los intervalos 0 < t < t- y t > t\ 

So!, i - 0,1{1 - r 20 ™) A; / = 0,06c 3000(í - r > - 0,05 A, 

17-27 El condensador de un circuito serie RC con R = 10 ohmios y C j& 4 micro faradios tiene una carga inicial 
ío = 800 x JO' 6 culombios en el instante en que se cierra el interruptor y se aplica una tensión V ~ 100 vol¬ 
tios, Hallar la intensidad de corriente en el régimen transitorio si la polaridad del condensador es (a) del mis¬ 
mo sentido que Ja polaridad de la fuente, (b) de sentido contrario. 

So!. {a) i = - 10^“ 25 * l0if A; (b) i = 30é-“ 2í * J ° 31 A. 

17-28 El condensador de un circuito sene RC> con R = 1000 ohmios y C = 4 microfaradios, tiene una cierta carga 
inicial q 0 en el instante en que se cierra y se aplica una tensión V = 50 voltios. Subiendo que la intensidad de 
corriente es r = Ü,Ü75c' 50í amperios, hallar la carga q ü y su polaridad. 

So!. 500 x 10 b C, de polaridad opuesta a la correspondiente de la fuente. 
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17-29 En el circuito RC representado en Ja Fig. 17-29 se cierra el interruptor en la posición I en el instante t = 0 
y en el instante t - = 1 1 (constante de tiempo) se pasa a la posición 2. Hallar la intensidad de corriente en 

el régimen transitorio considerando los intervalos G< / < /' y t > i' 

Sol. i = Ü>- 200f A; i = 0*516^ 200<f - f > A- 



20 n 

Fig. 17-29 Fig. 17-30 Fig. 17-31 


17-30 En e! circuito representado en la Fig. 17-30 el condensador, de capacidad C„ tiene una carga inicial 

9 o - 300 x 10 culombios en el instante en que se cierra el interruptor. Hallar la intensidad de corriente 
en ei régimen transitorio. Soí. i = 2,5e~ ^ * 10 ‘ f A. 


17-31 En ei circuito serie RC representado en la Fig. 17-31 la carga inicial del condensador es q a = 25 x 10“ 6 cu¬ 
lombios y la fuente aplicada tiene una tensión o = 100 sen (lOOOl + <f>) voltios. Hallar la intensidad de co- 
mente que circula si el interruptor se cierra en el instante en que 0 = 30 c , 

Sol. i = Q,1535e _4000í + 0,0484 sen (1000/ + 106") A r 


17-32 


17-33 


17-34 


En un circuito serie RLC, con /t = 5 ohmios, L = 0,1 hennos y C = 500 microfaradios, se aplica en el ins¬ 
tante t = 0 una tensión constante V~ 10 voltios. Hallar Ja intensidad de la comente que circula. 

Soí. i = Ü,72e’ 25f sen 139r A. 

En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-32 Ja carga ini¬ 
cial del condensador es q Q = 10’ 3 culombios y el interruptor se en¬ 
cuentra en la posición I hasta que se establece el régimen perma- &n 

nenie. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que circula 
por el circuito al pasar por el interruptor de la posición 1 a 2 en el 
instante t = 0. 


Sol 


i ™ e 


- 25t 


(2 eos 222/ - 0,45 sen 222/) A. 


A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L — 0,2 hennos y 
C — 1 faradio, se le aplica una tensión v = lüe -100í voltios, en el 
instante / = 0. Hallar la intensidad de corriente que circula. 

Soi i - -G,óóó<r 100 ' + Q,ó7Ü<r 24 * 8 ' - 0,004e’°' 2f A. 



[QA H 


17-35 Un circuito serie RLC, con R = 200 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 100 microfaradios, contiene un genera¬ 
dor de tensión senoidal v = 300 sen (500/ + 4>) voltios. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que 
circula al cerrar el interruptor en el instante en que <¡> ^ 30 c . 

Sol i = 0,511e-™ 1 ’ 41 - 0,197^" 58,6f + 0,938 sen (500/ - 19°) A. 

17-36 Un circuito serie RLC, con R — 5 ohmios, L — 0,1 henrios y C 500 microfaradios, contiene un generador 
de tensión senoidal r ^ 100 sen {250/ + <f>) voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula si se cierra 
el interruptor en el instante en que 4> = 0*. 

Soí. i = e~ 2St (5,42 eos 139r + 1,89 sen 339/) + 5,65 sen (250/ - 73,6°) A. 


17-37 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-33 se eligen las corrientes como se indica en el esquema. 
Escribir el sistema de ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo, transformarlo en eí correspondiente 
en el dominio de !a variable s y obtener las intensidades de corriente transitorias i. e 
Sol. i, = 2,5(1 + e - lüh ) A; í, = Se' 10 * A. 


30 
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I7-» Ed el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-34 hallar las intensidades de corriente i, e ij que circu 
lan al cerrar el interruptor en el instante / = 0. 

Sol. i, = 0,161*'*?* + 9,899e~ * 4i ®‘ A; ¡ t = -5,05c- 1001 + 5 + 0,5e' MíO * A 




Fig. 17-34 


Fig. 1745 


17*39 En el circuito representado en la Fig. 17-35 el generador de 100 voltios hace circular una corriente continua 
por la primera malla y el interruptor se cierra en el instante / = 0 introduciendo la resistencia de 10 ohmios 
en paralelo con la rama que contiene la asociación en serie de R = 10 ohmios y L = 2 henrios. Hallar las in¬ 
tensidades de comente que resultan. Sol. i i = l,67e~ 6,671 + 5 A ; = — 0,555íT 6,67t + 5 A. 

17-40 El circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-36 contiene un generador de tensión senoidal v = 100 sen 
(200/ + <p) voltios. En el instante / = 0, en que el ángulo <£ = 0, se cierra el interruptor poniendo en paralelo 
la segunda resistencia de 10 ohmios con la primera. Hallar las intensidades de las corrientes de malla que circu¬ 
lan con los sentidos marcados en el circuito. 

Sol . y, = XOle"* 00 ' + 8,96 sen (200/ - 63,4°) A; i 2 = l^OSe -100 ' + 4,48 sen (200/ - 63,4°) A. 


U.llS R 
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